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En el trabajo que ahora te presentamos, amable lector, se trata
fundamentalmente de buscar el plano de ajuste Optimo para la nivelacion de
un terreno cualquiera (solar urbano, industrial o campo de cultivo), esto es,
aquél que nos ofrece la minima compensacion volumétrica de tierras
posible entre desmonte (corte) y terraplén (relleno), siguiendo la
metodologia estadistica de aplicacion al caso.

La suma de las discrepancias o diferencias de altura entre los puntos
del plano nivelado y los correspondientes del terreno original, afectadas de
su signo correspondiente (desmonte o terraplén) debe ser nula, como puede
demostrarse de la propia teoria de la regresion minimocuadratica. De esta
suerte, el ajuste aqui propugnado debe ofrecer siempre una compensacion
de tierras que resulta absolutamente ajustada y matemdaticamente perfecta,
no obteniéndose volimenes ni de tierras sobrantes ni de tierras a aportar a
la parcela, salvando la consideracién de los pertinentes coeficientes de
esponjamiento que haya que aplicar en su caso. Ello evidencia la gran
utilidad del método expuesto. Este calculo puede ser contrastado, en todo
momento, con la cuantificacion correspondiente mediante el estudio de los
perfiles transversales y longitudinales de la parcela en estudio,
determinados por la malla o red de vértices considerados al efecto.

Asi pues, con el sistema propugnado en el presente libro, trabajando
en el espacio tridimensional, el ajuste se producira de manera automatica,
rapida y exacta, proporcionando al topografo una herramienta de trabajo de
extraordinaria utilidad para la realizacién de este tipo de trabajos. Por otra
parte, con nuestro sistema tridimensional puede obviarse la previa
configuracion en malla o red de la situacidon de las estacas o vértices del
terreno a nivelar, siendo suficiente el considerar una nube de puntos que
comprenda un numero determinado pero suficientemente representativo de
las cotas del terreno original, ain estando distribuidos aleatoriamente por el
mismo.

Asi mismo, a titulo meramente ilustrativo o recordatorio, se realiza
alguna explicacion complementaria sobre los métodos altimétricos y de
nivelacion de terrenos mas usuales, adjuntandose al final del libro algunos
anexos ampliatorios acerca de los instrumentos matematicos o estadisticos
empleados. Completamos nuestro trabajo con diversos cuadros, tablas,
graficos, planos y fotografias, que deseamos confieran a nuestra
investigacion un caracter mucho mas ilustrativo y exacto.

Llegados a este punto, quisiéramos puntualizar alguna idea
justificativa acerca del instrumental estadistico empleado. Efectivamente,
también el pensamiento abstracto demuestra ser util en el enfoque de



problemas concretos como los propios de la topografia, y al buscar en ellos
los esquemas esenciales surgen inesperadas analogias que sugieren
elegantes soluciones a los mismos por la via del isomorfismo, es decir, por
reduccion, simulacién o transplante de un ambito conceptual a otro de
idéntica estructura “legal”, pero de intuicion mas facil o de recursos
técnicos mas conocidos y manejables.

Desde estas lineas, y en el marco limitado de estas reflexiones,
queremos rendir tributo sincero de admiracién y agradecimiento a los
excelentes libros de texto y consulta existentes, citados en la bibliografia,
sobre Topografia y Estadistica, habiendo sido influidos notablemente, en
nuestros estudios, por el brillante trabajo de sus autores.

A lo largo de una investigacion cuidadosa, como la que ahora
presentamos, se acumula toda una serie de débitos intelectuales y
profesionales que resulta harto dificil describir en toda su extension; pese a
ello, algunos nos parecen especialmente relevantes. Tampoco olvidan,
quienes esto escriben, la formidable deuda de gratitud contraida con los que
fueron sus guias y maestros, algunos de ellos ya desaparecidos. Nuestro
reconocimiento, en fin, a las diversas instituciones que han apoyado la
edicion del presente libro y, particularmente, al Patronato del Centro
Asociado en Tortosa de la Universidad Nacional de Educacion a Distancia
(UNED), a nuestro competente compafiero en las tareas docentes
universitarias Dr. Jordi Sarda Pons por sus observaciones al modelo de
ajuste no lineal y, en general, a todos cuantos se han interesado por la
elaboracion de esta monografia, aportando sugerencias y valiosos consejos
dirigidos a la mejor consecucion de nuestro empefio. Muy particularmente,
quisiéramos agradecer a José Maria Franquet Jr. (jcudntas horas!) su
cuidadoso esmero puesto en la composicion y tratamiento del texto, e
incluso sus acertadas observaciones en relacién a aspectos diversos de la
presente obra, mas bien propias de un experto profesional.

Ignoramos las repercusiones de cualquier orden que este trabajo
pueda tener en el futuro, mas no dudamos en afirmar (puesto que el acervo
comun del conocimiento humano se ha venido logrando por mintsculas
aportaciones sucesivas) que ningin noble empefio es despreciable “a
priori”, ni ningiin conocimiento puede tacharse de inttil a perpetuidad,
haciendo bueno aquel “desprecia cuanto ignora” del que lamentabase
amargamente el poeta. Los unicos conocimientos que no se aplican jamas
son los que no se tienen; los unicos esfuerzos baldios de verdad son los que
solo quedan en meros proyectos o en declaracién de buenas intenciones.



Y para que del propio sofiar nazcan nuevas y fecundas realizaciones,
brindamos nuestra aportacion a todos los estudiosos de los temas
topograficos y a las empresas constructoras especializadas en estos
menesteres, confiando y deseando que pueda reportar un extenso campo de
utilidades a quienes, seducidos por una loable inquietud técnica o
espoleados por la perentoriedad de mejorar su trabajo profesional, nos
dispensen el inmenso honor de consultarla.

Tortosa, junio de 2010
LOS AUTORES

CAPITULO 1
CONCEPTOS PREVIOS

1. OBJETIVOS E INTRODUCCION



La Topografia es la ciencia que estudia la representacion grafica de un
terreno sobre el papel o la pantalla de un ordenador con las técnicas y
procedimientos de campo y gabinete necesarias para lograrlo.
Recurriendo al amparo de sus raices etimologicas griegas, veamos que
Topos significa (lugar) y Graphos (descripcion). Asi pues, se trata de
proceder a la descripcion de un lugar o zona de la superficie de la tierra 'y
su representacién grafica, es decir, con sus formas y detalles, tanto
naturales como artificiales, refiriéndose por tanto a su planimetria y
altimetria.

La Topografia, pues, se puede entender como una ciencia
geométrica aplicada a la descripcion de la realidad fisica inmovil
circundante. Consiste en plasmar en un plano la realidad vista en
campo, en el ambito rural o natural, de la superficie terrestre; en
el ambito urbano, es la descripcion de los hechos existentes en un

lugar determinado: muros, edificios, calles, entre otros. Es la
ciencia que estudia el conjunto de procedimientos para determinar
las posiciones de puntos sobre la superficie de la tierra por medio
de medidas segun los tres elementos del espacio. Estos elementos
pueden ser: dos distancias y una elevacion, o bien una distancia,
una direccion y una elevacion.

Para la medicion de distancias y elevaciones se emplean unidades de
longitud (operando, normalmente, en el sistema métrico decimal), y para
direcciones se emplean unidades de arco (grados sexagesimales, grados
centesimales, radianes o milésimas artilleras). ElI conjunto de
operaciones necesarias para determinar las posiciones de puntos y
posteriormente su representacion en un plano es lo que se llama
comunmente "levantamiento topografico". La mayor parte de los
levantamientos, tienen por objeto el calculo de superficies y volumenes
asi como la representacion de las medidas tomadas en el campo
mediante perfiles y planos, por lo cual estos trabajos también se
consideran incluidos dentro de la Topografia.

Se puede dividir el trabajo topografico como dos actividades
congruentes: llevar "el terreno al gabinete" (mediante la medicidon
de puntos o relevamiento, su archivo en el instrumental
electronico y luego su edicion en la computadora) y llevar "el
gabinete al terreno" (mediante el replanteo por el camino inverso,
es decir, desde un proyecto residente en la computadora a la
ubicacion del mismo mediante puntos sobre el terreno). Los


http://es.wikipedia.org/wiki/Planimetr%C3%ADa
http://es.wikipedia.org/wiki/Altimetr%C3%ADa

puntos relevados o replanteados tienen un valor tridimensional; es
decir, se determina la ubicacion de cada punto en el plano
horizontal (de dos dimensiones, norte y este) y en altura (tercera
dimension) mediante las tres coordenadas cartesianas
rectangulares X, Y, Z.

La Topografia no sélo se limita a realizar los levantamientos de campo en
el terreno sino que posee componentes de edicibn y redaccion
cartografica para que, al confeccionar un plano, se puede entender el
fonema representado a través del empleo de simbolos convencionales y
estandares previamente normados para la representacion de los objetos
naturales y antrépicos en los mapas o cartas topograficas.

Esta representacion tiene lugar sobre superficies planas, limitdndose a
pequefias extensiones de terreno, utilizando la denominacién de
geodesia para areas mayores. De manera muy simple, puede decirse
que para un topdgrafo la Tierra es plana, mientras que para un geodesta
no lo es. Para eso se utiliza un sistema de coordenadas tridimensional,
siendo la X y la Y competencia de la planimetria, y la Z de la altimetria.
Los mapas topograficos utilizan el sistema de representacion de planos
acotados, mostrando la elevacion del terreno utilizando lineas que
conectan los puntos con la misma cota respecto de un plano de
referencia, denominadas curvas de nivel (cuya conceptualizacion
mostraremos en el siguiente capitulo de nuestro libro), en cuyo caso se
dice que el mapa es hipsografico. Dicho plano de referencia puede ser o
no el nivel del mar, pero en caso de serlo se hablara normalmente de
“altitudes” en lugar de “cotas”.

No pretendemos en este trabajo realizar un completo tratado o
libro sobre los trabajos topograficos en general, ni siquiera los
altimétricos, sino mas bien sobre como emplear un método de
calculo original por regresion tridimensional, de un trabajo
topografico de cualquier terreno, ya sea para efectuar una
explanacion 6ptima del mismo o bien para una nivelacion y su
posterior curvado.

Las cotas de proyecto de rasante y subrasante de las obras de
explanacién de terrenos establecen la necesidad de modificar el perfil
natural del suelo, siendo necesario, en algunos casos, rebajar dichas
cotas, y en otros casos elevarlas. En el primer caso corresponde ejecutar
un trabajo de "corte o excavacion", y en el segundo, un trabajo de
"relleno o de terraplén". En ambos casos debe efectuarse lo que
constituye propiamente un movimiento de tierras.



En numerosas obras de ingenieria, el capitulo de movimientos
de tierras tiene un peso especifico muy importante en el
presupuesto de la actuacion. Es fundamental llevar un control
riguroso de los volumenes de tierra en desmonte y terraplén,
con el fin de evitar conflictos a la hora de valorar el trabajo
realizado. En algunas obras de ingenieria los movimientos de
tierras pueden llegar a suponer el 65% del presupuesto total
del proyecto; este es el caso, por ejemplo, de las
restauraciones medioambientales de antiguas zonas mineras.

Pero, ¢cual es la principal novedad que aportamos en este estudio?.
Sencillamente, estriba en el modelo que utilizamos para obtener una
compensacion inicial exacta de volumenes (de desmonte y de relleno)
al transformar una parte de cualquier terreno natural, basada,
ademas, en el minimo movimiento de tierras preciso para conseguir
la susodicha compensacion.

¢ Qué nos ofrece o aporta este método de cubicacion?. Las ventajas de
este procedimiento son varias, a saber:

1. La primera obtener, sin tanteos previos, la nivelacién de
cualquier terreno con el menor movimiento de tierras posible.
2. La segunda, es que este movimiento de tierras esta

compensado exactamente, es decir el volumen de corte o
desmonte siempre sera igual al de relleno o terraplenado.

3. La tercera es que el método propugnado no requiere
necesariamente el establecimiento de una malla cuadriculada
o red regular de vértices para tomar las lecturas de las cotas
taquimétricas del terreno inicial.

4. La cuarta es la facilidad y rapidez precisas para su calculo y
aplicacién.

Los que llevamos ya una cierta cantidad de afios en la profesion,
sabemos de la importancia de una primera cubicacion y lo que cuesta ir
realizando tanteos previos sobre el plano curvado, hasta conseguir una
compensacion de tierras aceptable. Por tanto -pensamos modestamente
los autores- que disponer de un meétodo rapido que nos permita lograr
una cubicacion con un minimo movimiento y compensacion absoluta de
tierras, resulta esencial para cualquier profesional dedicado a este tipo de
obras de tierra.

Es posible que esta primera cubicacion, efectuada con el minimo
movimiento de tierras, no cumpla las expectativas de la propiedad,
proyectista o administracion correspondiente, por requerir ciertos



condicionamientos previos (cotas predeterminadas de nivelacion,
perentoriedad de salvar obstaculos naturales o artificiales, ...). Pues bien,
a partir de este punto podemos cefirnos a sus indicaciones, y a base de
sucesivos tanteos o con este mismo método buscar otras soluciones que
cumplan satisfactoriamente los requerimientos sefalados por los
promotores o proyectistas.

2. BREVE RESENA HISTORICA DE LA TOPOGRAFIA

Los primeros registros sobre la topografia los encontramos en la
civilizacidon babilonica cerca del afio 3000 a.C., puesto que ya utilizaban
cuerdas y cadenas para sus mediciones. Pero es durante la civilizacion
egipcia, hacia el afno 2600 a.C. cuando éstos inventan el que podria ser
el primer aparato topografico, la plomada egipcia, con la que
construyeron sus fabulosas piramides. Herédoto' nos informa acerca del
reinado del faradn Sesostris (aproximadamente en el 1400 a.C.), quien
dividié el imperio egipcio en diferentes lotes para el pago de impuestos.
El rio Nilo inundaba -como es bien sabido- anualmente sus margenes, y
de esta forma se designé a los topografos para restablecer las orillas y
linderos. Se les denominaba estiracuerdas, por ser éste el sistema que
utilizaban aquellos para realizar su labor.

! Herodoto esta considerado como el padre de la Historia; sin embargo, su trascendencia va mas alla de
la simple narracion de hechos y como tal también es considerado uno de los primeros cientificos.
Herddoto naci6 en la antigua Halicarnaso, la actual ciudad turca de Bodrum, situada en el Asia Menor, en
lo que hoy es la costa Egea de Turquia. Respecto a sus fechas de nacimiento y muerte no hay datos
concluyentes, pero se cree que debio de estar fechado aproximadamente entre el 485 y 425 a.C., unos
150 afios anterior a la Biblioteca de Alejandria. Su familia era rica y liberal, lo que le debio de dar una
buena formacion de joven. Sin embargo, en esos tiempos la parte griega de Asia Menor estaba bajo
dominio Persa, lo que obligd a sus ciudadanos y barcos a luchar contra sus propios hermanos del Hélade
(mundo griego). Hacia el 457 a.C. Herddoto huyo a Samos por sus conflictos con el gobierno local y no
volveria hasta el 450 a.C., cuando tomo parte en la campafia para expulsar a Ligdamis, tirano de la
ciudad. Sin embargo, las disputas y envidias en su ciudad le decidieron a abandonarla para siempre. Asi
llegd a Atenas en el momento de su maximo esplendor, donde conocid al propio Pericles, gobernante
democratico de la ciudad. También fue amigo de Sofocles y Anaxégoras. Herodoto llego a recibir del
estado ateniense una grandisima cantidad de dinero por su entusiasta investigacion histérica, en donde
destacaron sus viajes por casi todo el mundo conocido. En el 444 a.C. decidi6 trasladarse a la colonia
ateniense de Tirio, al sur de Italia (Magna Grecia), con otros intelectuales como Hipodamo, constructor
del Pireo. Herodoto debié de volver a Atenas poco después del comienzo de la guerra del Peloponeso,
aunque retorno a Tirio mas tarde, donde murié en plena labor de recopilacion de su obra.



De los sabios griegos Thales de Mileto? y Anaximandro®, éste ultimo
inventor del Gnomon, es de quienes se conocen las primeras cartas
geograficas, las observaciones astronomicas y el establecimiento de la
direccién norte. Eratostenes®, fue el primero que calculd (o al menos lo
intentd) las dimensiones de la Tierra, estableciendo que ésta tenia una
circunferencia de wunas 25.000 millas® con una aproximacion
extraordinaria, habida cuenta de que las mediciones actuales la situan en
40.075 km. la ecuatorial y en 40.007 km. la polar, con una excentricidad
de 0’00329. Hacia el afno 200 a.C., concluyd que las ciudades de
Alejandria y Siena en Egipto, estaban localizadas en el mismo meridiano,
al realizar mediciones en ambas ciudades durante el solsticio de verano
por el reflejo del sol en la cara del agua de unos pozos profundos de
estas ciudades. Hiparco® crea la teoria de los meridianos convergentes y

* Thales de Mileto (Mileto, hoy desaparecida, actual Turquia, 624 a.C.-?, 548 a.C.) fue un filésofo y
matematico griego. En su juventud viajo a Egipto, donde aprendi6é geometria de los sacerdotes de Menfis
y astronomia, que posteriormente ensefiaria con el nombre de astrosofia. Dirigio en Mileto una escuela de
nautica, construyd un canal para desviar las aguas del Halis y dio acertados consejos politicos. Fue
maestro de Pitagoras y Anaximedes, asi como contemporaneo de Anaximandro.

3 Anaximandro (Mileto, actual Turquia, 610 a.C.-id., 545 a.C.) fue un filésofo, gedmetra y astronomo
griego. Discipulo de Thales, Anaximandro fue miembro de la escuela de Mileto, y sucedio a Thales en la
direccion de la misma. Segun parece, también fue un activo ciudadano de Mileto, y condujo una
expedicion a Apolonia (Mar Negro). Anaximandro se dedico a multiples investigaciones, que le llevaron
a la afirmacion de que la Tierra es esférica y que gira en torno a su eje. También se le atribuye el trazado
de un mapa terrestre, ademas de otros trabajos como la fijacion de los equinoccios y los solsticios, y el
calculo de las distancias y los tamafios de las estrellas, asi como la elaboracion de un reloj de sol y de una
esfera celeste.

* Erat6stenes poseia una gran variedad de conocimientos y aptitudes para el estudio. Astronomo, poeta,
gebgrafo y filosofo, fue apellidado Pentathlos, nombre que se reservaba al atleta vencedor en las cinco
competiciones de los Juegos Olimpicos. Suidas afirma que también era conocido como el segundo
Platon, y diversos autores dicen que se le daba el sobrenombre de Beta (por B, la segunda letra del
alfabeto griego), porque ocup6 el segundo lugar en todas las ramas de la ciencia que cultivo.

> Ello resulta equivalente a 40.225 km. La milla es una unidad de longitud que no forma parte del sistema
métrico decimal. De origen muy antiguo, fue heredada de la Antigua Roma y equivalia a la distancia
recorrida con mil pasos, siendo un paso la longitud avanzada por un pie al caminar -el doble que lo que
ahora se consideraria un paso- (en latin: milia passuum). La milla romana media unos 1.480 m. frente a
los 1.609 m. actuales o los 1.852 m. de la milla nautica, y por tanto, un paso simple era de unos 74 cm.
Como herencia romana (antes de establecerse el sistema métrico) la milla, terrestre o maritima, fue una de
las principales medidas de longitud empleadas en el mundo occidental (si bien su longitud diferia de un
pais a otro). Con la introduccion del sistema métrico, los paises latinos y otros muchos comenzaron a usar
el metro y sus multiplos para medir las distancias terrestres, y actualmente se utiliza en todo el mundo,
excepto en los paises anglosajones y los de su ambito de influencia, donde todavia utilizan la milla
(aunque oficialmente ya esta implantado el sistema internacional de medidas y con el tiempo adoptaran el
metro).

% Hiparco de Nicea fue el observador mas grande de la antigiiedad, tanto que su catalogo estelar, que
contenia posiciones y brillos de unas 850 estrellas, fue superado en precision solamente en el siglo XVI.
Su escala de los brillos aparentes, que distingue seis magnitudes diferentes, esta en la base de la actual
clasificacion fotométrica de las estrellas. Por otra parte, hizo el notable descubrimiento de la precesion de
los equinoccios, es decir, del desplazamiento de los puntos equinocciales —puntos comunes a la ecliptica y
al ecuador celeste- a lo largo de la ecliptica. Para ello, procedié a desarrollar un método que anteriormente
habia sido ideado por Aristarco; midié la distancia y el tamafio de la Luna. Por otro lado, inventd la
trigonometria esférica que incrementd el potencial del calculo; renovd las matematicas, herramienta



otros, como Estrabén’, Plinio el Viejo8 y Plinio el Joveng, son
considerados los fundadores o padres de la geografia. Finalmente,
Ptolomeo™® actualizd los planos de la época de los Antdnimos. Sus
técnicas para la medicion de angulos verticales o cenitales se utilizaron
hasta la Edad Media.

Los griegos utilizaron también otros aparatos ademas del gnomon como
la dioptria, para medir angulos y el corobates, que consistia en una regla

esencial de la cosmologia, astrofisica y astronomia, a la que perfecciond con nuevos instrumentos.
Conocedor de la distancia y de los movimientos de la Luna y en posesion de una teoria mejor que la de
sus predecesores acerca de la orbita solar, Hiparco pudo conseguir satisfacer una de las principales
exigencias de la astronomia antigua: la prediccion de eclipses, cuestion que para los griegos, antes de
Hiparco, constituia un serio problema, ya que tan sélo contaban para desarrollar sus predicciones sobre
eclipses con el método del saros de los babilonios.

7 Estrabon (60 a.C.-21 d.C.), griego de Amasi, estado de Ponto (actual Amasi, Turquia), fue un gran
viajero que recorrié casi todo el mundo conocido y un importante gedgrafo de la época romana. Al
regreso de sus viajes, y durante su larga estadia en Roma, Estrabdn escribe su mas importante obra
titulada Geographika, el principal documento de aquella época que ha llegado hasta nosotros.

¥ Plinio el Viejo (23 d.C.-79 d.C.), escritor latino. Tras estudiar en Roma, a los veintitrés afios inici6 su
carrera militar en Germania, que habria de durar doce afios. Llego a ser comandante de caballeria antes de
regresar a Roma, en el afio 57, para entregarse al estudio y el cultivo de las letras. A partir del afio 69
desempeid varios cargos oficiales al servicio del emperador Vespasiano. Agudo observador, fue autor de
algunos tratados de caballeria, una historia de Roma y wvarias cronicas histdricas, hoy perdidas.
Unicamente se conserva su Historia natural (77), que comprende 37 libros y est dedicada a Tito. Escrita
en un lenguaje claro y con un rico vocabulario, contiene gran cantidad de informacion sobre las mas
diversas disciplinas y constituye un importante tratado enciclopédico que recopila todo el saber de la
Antigiiedad.

? Plinio el Joven (62 d.C.-113 d.C.), era sobrino de Plinio el Viejo, considerado como el mejor naturalista
de la antigiiedad. Siendo nifio Plinio perdi6 a sus padres, quedando bajo la tutela de Lucio Verginio Rufo
(un influyente general del ejército romano). Posteriormente fue adoptado por su tio Plinio el Viejo, quien
lo mand6 a estudiar a Roma, con profesores ilustres como Quintiliano y Nices Sacerdos. Comenzo la
carrera de leyes a la edad de 19 afios, creciendo su reputacion en este campo muy rapidamente. Plinio,
siendo un hombre honesto y moderado, fue ascendiendo por el cursus honorum (cargos administrativos
civiles y militares de la Republica).

' Claudio Ptolomeo, astrénomo, matematico y gedgrafo egipcio del siglo II de la era cristiana, nace en
Tolemaida Hermia (en el Alto Egipto), alrededor del afio 100, y vive y trabaja en Alejandria. Su ingenio
rivalizo con el del gran Hiparco de Nicea y, en su época, pocos lo sobrepasaron en conocimiento dentro
de varios campos cientificos, al margen del de la astronomia y cosmologia. Para su uso como astronomo
invent6 una trigonometria, tan completa, que sobrevivid todo el periodo de la Edad Media. Descubri6 el
siguiente teorema: "La suma de los productos de los lados opuestos de un cuadrilétero ciclico es igual al
producto de las diagonales", a partir del cual logré desarrollar varias expresiones trigonométricas.
Ptolomeo expuso su doctrina en los trece libros de su «Gran composicion matematica», que recibio de los
traductores arabes el titulo consagrado de «Almagesto». Ninglin escrito astrondmico de la Antigiiedad
tuvo un éxito comparable a la obra de Ptolomeo, cuyos principios permanecieron indiscutidos hasta el
Renacimiento. Pero es menester agregar, ademas, que los méritos de Ptolomeo no sé6lo estaban limitados
a la ciencia del cielo: fue con Eratostenes y Estrabon uno de los eminentes gedgrafos de la Antigiiedad.
Para representar la superficie esférica del globo sobre una superficie plana, cre6 un sistema de
proyecciones: los paralelos son circulos con el centro en el Polo Norte; los meridianos, lineas rectas que
convergen en el Polo. La imagen que Ptolomeo forjaba de tierras lejanas es, sin duda, fantastica, mientras
que la descripcion de la cuenca del Mediterraneo revela la exactitud, notable para la época, de sus fuentes,
que son mapas militares del Imperio Romano.



con un surco que se llenaba con agua y hacia la funciéon de nivel. Se
puede considerar como antecesor del teodolito el astrolabio’! de Hiparco,
que fue contemporaneo de Ptolomeo.

Los romanos, portadores de los conocimientos griegos por Europa,
utilizaron un aparato que se descubrié en Bavaria y que se llamaba la
Groma, para observar y establecer lineas y angulos rectos. Era una
especie de alidada, que proyectaba rectas o plomadas trabajando soélo
en el plano horizontal, o sea, sin diferencias de cota. Como los romanos
construian sus ciudades, colonias o campamentos basados en planos
ortogonales siguiendo el modelo clasico, éste era el aparato perfecto
para establecer las alineaciones de caminos, calles y las parcelaciones
de sus centuriaciones. Su inconveniente principal era el viento, pero este
aspecto meteoroldgico también nos ha venido afectando a los topdgrafos
en siglos posteriores y, por cierto, con mucho mejores aparatos a nuestra
disposicion. Vitruvio'? hace referencia a los carros medidores de
distancias por medio de contadores de vueltas, y fue el constructor de la

"' El astrolabio es un instrumento que permite determinar las posiciones de las estrellas sobre la boveda
celeste. La palabra astrolabio significa etimologicamente "el que busca estrellas" y debe su procedencia al
griego ("otpov", estrella y "AdPfiov", del verbo "Aapupdave": tomar, agarrar). En realidad no se sabe bien
quien fue el inventor original. Algunas obras de Ptolomeo ya describen su construccion (Almagesto), las
cuales fueron utilizadas por otros cientificos como Hipatia para hacer mejoras en los calculos. Se conoce
que Hipatia trabajoé con su padre para hacer correcciones en el Almagesto de Ptolomeo y construy6 un
astrolabio. Aun asi, también sabemos que Hiparco de Nicea ya construia astrolabios antes que Ptolomeo e
Hipatia. Para el siglo VIII ya era ampliamente conocido en el mundo islamico y en Europa en el siglo XII.
Aun cuando existen vestigios de la cultura Sumeria, desde 5000 a.C., que demuestra que los astrdlogos
sumerios lo utilizaban para saber las posiciones de las estrellas. Durante los siglos XVI a XVIII el
astrolabio fue utilizado como el principal instrumento de navegacion hasta la invencion del sextante.

2 Vitruvio fue un ingeniero del ejército romano (denominacion que engloba los actuales oficios de
Ingeniero y Arquitecto, altamente especializados y expertos, pues construian carreteras, puentes y
acueductos, fuertes, edificios publicos y privados, maquinas de asedio...). Marco Vitruvio Polién vivid
aproximadamente en el siglo I a.C., desarrollando su labor bajo los mandatos de los emperadores César y
Augusto. Los diez libros que componen "De Architectura" se redactaron entre el 35 y el 25 a.C., y su
destinatario fue con toda seguridad Augusto. "De architectura libri decem" es , por tanto, el tratado mas
antiguo de Arquitectura que se conoce. Redescubierto por los italianos varios siglos mas tarde, fue
tomado como referencia para la recuperacion de la arquitectura greco-latina por los arquitectos de la
época. El tratado de Vitruvio abarca un amplio abanico de temas mas o menos relacionados con la
arquitectura en si, en coherencia con la idea antigua de que el conocimiento cientifico-técnico debia ser lo
mas extenso posible. Encontramos en ¢l los principios de la formacién del arquitecto, los canones
contemporaneos de la arquitectura, los tipos de edificios, etc.; pero también temas de Astronomia,
cuadrantes solares, ingenieria militar o una curiosa teoria sobre la evolucion de la Humanidad. Vitruvio
auna la teoria con la practica y la normativa. Su obra tuvo una gran relevancia durante el Renacimiento,
convirtiéndose en un libro de consulta obligada para arquitectos e ingenieros, y sigue siendo un hito en la
historia de la literatura cientifica. Lamentablemente, los planos que acompaiaban a la obra se perdieron
en siglos sucesivos, dificultando enormemente la comprension de las descripciones de los diversos
ingenios y maquinas. La obra del arquitecto es la de un amante del clasicismo, evidente en su critica de
las "nuevas tendencias" que se estaban poniendo de moda en su época y que chocaban con su mentalidad
de arquitecto militar, practico y orientado a la solidez y la durabilidad de sus diseflos. Por si esto fuera
poco, su narracion no es puramente un aburrido texto docente, sino que incluye interesantes anécdotas y
curiosidades de arquitectos, asedios y métodos practicos para , por ejemplo, localizar agua en un terreno o
bien como aplicar la actistica en la construccion de anfiteatros y plazas.



primera escuadra y cartabon aglicando el fundamento derivado del
triangulo rectangulo de Pitagoras™ (lados de 3-4-5 metros).

Posteriormente, los arabes apoyandose en los conocimientos de los
griegos y romanos, usaban astrolabios divididos en 5 minutos de arco.
Usbeke Biruni disefid hacia el afio 1000 d.C., la primera maquina para la
graduacién de circulos. Sobre el afio 1300, descrito por Levi Ben
Gershon™, se conoce un curioso mecanismo empleado para la medida
indirecta de distancias, posteriormente conocido como la “barra de
Jacob”, mediante el movimiento de una barra perpendicular a otra
principal graduada, que proporcionaba asi los angulos paralacticos.

Mas tarde, ya en Europa occidental, en el S-XIII, se mejoran los trabajos
topograficos a partir de la invencion de las cartas planas, la aplicacion de
la brujula (inventada por los chinos) y su desarrollo posterior por
Leonardo Da Vinci'® y Schmalcalder, como instrumento precursor del
teodolito.

13 Pitagoras (582 a.C.-500 a.C.), filosofo y matematico griego, cuyas doctrinas influyeron mucho en
Platon. Nacido en la isla de Samos, Pitdgoras fue instruido en las ensefianzas de los primeros fil6sofos
jonios: Thales de Mileto, Anaximandro y Anaximenes. Se dice que Pitagoras habia sido condenado a
exiliarse de Samos por su aversion a la tirania de Policrates. Hacia el 530 a.C. se instalé en Crotona, una
colonia griega al sur de Italia, donde fundé un movimiento con propositos religiosos, politicos y
filosoficos, conocido como pitagorismo. Entre las amplias investigaciones matematicas realizadas por los
pitagoéricos se encuentran sus estudios de los nimeros pares e impares y de los nimeros primos y de los
cuadrados, esenciales en la teoria de los numeros. Desde este punto de vista aritmético, cultivaron el
concepto de niimero, que llegd a ser para ellos el principio crucial de toda proporcién, orden y armonia en
el universo. A través de estos estudios, establecieron una base cientifica para las matematicas. En
geometria, el gran descubrimiento de la escuela fue el teorema de la hipotenusa, conocido como teorema
de Pitagoras, que establece que el cuadrado de la hipotenusa de un triangulo rectangulo es igual a la suma
de los cuadrados de los otros dos lados menores (catetos).

'* Levi ben Gershon (en hebreo, 5 a7 3w17), mejor conocido como Gersonides o Ralbag (Bagnols-sur-
Céze, Languedoc, 1288-1344) fue un famoso rabino, filésofo, talmudista, matematico, astronomo y
astrologo. Fue uno de los mas importantes comentadores biblicos de su tiempo.

"> Leonardo da Vinci fue un artista, pensador e investigador italiano que, por su insaciable curiosidad y
su genio polifacético, representa el modelo mas acabado del hombre del Renacimiento (Vinci, Toscana,
1452 - Amboise, Turena, 1519). Leonardo da Vinci era hijo ilegitimo de un abogado florentino, quien no
le permiti6é conocer a su madre, una modesta campesina. Leonardo se formé como artista en Florencia, en
el taller de Andrea Verrochio; pero gran parte de su carrera se desarrolld en otras ciudades italianas como
Milan (en donde permaneci6 entre 1489 y 1499 bajo el mecenazgo del duque Ludovico Sforza, el Moro)
o Roma (en donde trabajo para Julio de Médicis). Aunque practico las tres artes plasticas, no se ha
conservado ninguna escultura suya y parece que ninguno de los edificios que disefid llegd a construirse,
por lo que de su obra como escultor y arquitecto sélo quedan indicios en sus notas y bocetos personales.
Interesado por todas las ramas del saber y por todos los aspectos de la vida, los apuntes que dejo
Leonardo (escritos de derecha a izquierda y salpicados de dibujos) contienen también incursiones en otros
terrenos artisticos, como la musica (en la que destaco tocando la lira) o la literatura. Segun su criterio no
debia existir separacion entre el arte y la ciencia, como no la hubo en sus investigaciones, dirigidas de
forma preferente hacia temas como la anatomia humana (avanzando en el conocimiento de los muisculos,
el ojo o la circulacion de la sangre), la zoologia (con especial atencion a los mecanismos de vuelo de aves
e insectos), la geologia (con certeras observaciones sobre el origen de los fosiles), la astronomia (terreno
en el que se anticipo a Galileo al defender que la Tierra era s6lo un planeta del Sistema Solar), la fisica o
la ingenieria.



A partir de la época de los grandes descubrimientos, ya entrados en el
siglo XV, comienza el periodo de la topografia moderna, con la aparicion
del periscopio, el sextante y otros aparatos que permitieron la realizacion
de nuevas mediciones, la navegacion y la circunvalaciéon del globo
terraqueo.

Es importante, en este crucial momento histérico, la labor de los
cartografos espafioles en el nuevo mundo, como Juan de la Cosa'®, o la
del italiano Americo Vespucci'’, que dio nombre al nuevo continente. Es
la gran época de la cartografia de los portulanos. En América, desde los
tiempos de la conquista, aunque con posterioridad, la aplicacion concreta
y el desarrollo de la Topografia nos presenta un panorama brillantemente
jalonado por los trabajos de Mutis, el aleman Alexander Von Humboldt'®,

16 Juan de la Cosa fue un navegante espafiol (Santofia, Cantabria, ? - Turbaco, Colombia, 1509).
Participé como cartografo en el segundo viaje de Cristobal Colon (1493-95) y es posible que también
estuviera presente en el primero, que descubrio América (aunque el que figura como maestre de la Santa
Maria podria ser otro del mismo nombre). En 1499-1500 organizdé su propia expedicion de
descubrimiento por las costas de Guayana y Venezuela, en la que le acompafiaron Alonso de Hojeda y
Américo Vespucci. Al regresar a la Peninsula elabor6 para los Reyes Catolicos el primer mapa en el que
aparece el continente americano, obra fechada en 1500 en el Puerto de Santa Maria, que le ha
proporcionado su lugar en la Historia. En dicho mapa reflejo los resultados de los descubrimientos de
Coldn, Hojeda, Vasco da Gama, Cabral, Pinzén y Juan Caboto, acertando al suponer que las tierras
descubiertas en el norte y el sur de América estaban unidas formando una nica masa continental; Cuba
aparece identificada como una isla, en contra de lo que creia Coldn; y el contorno de Africa esta dibujado
por primera vez con su forma correcta. En cambio grandes zonas de Asia estdn vacias por ser
desconocidas o bien porque se identificaban aun con las «Indias» descubiertas por Colon.

7 Américo Vespucci (Florencia 1451-Sevilla 1512) fue el tercer hijo de Nastagio Vespucci y Lisa di
Giovanni Mini. En 1472 su bien situada familia fue retratada por Doménico Ghirlandaio. Su tio Giorgio
Antonio le dio a conocer las ideas de Aristoteles y Ptolomeo en la escuela que dirigia en el convento de
San Marcos, donde Paolo Toscanelli (1397-1482) estaba al frente de la libreria. Toscanelli era el mejor
cosmografo de la época, reproducia y coleccionaba gran cantidad de mapas y se planteaba la idea de
alcanzar las Indias viajando hacia el oeste. Amérigo o Américo aprendio latin y leia apasionadamente a
Virgilio, Dante y Petrarca. En 1478 marché a Paris donde desempeiid funciones administrativas para su
tio Guido Antonio Vespucci, que habia sido designado embajador de Lorenzo el Magnifico en la corte de
Luis XI. Su estancia en Francia le sirvi6 para completar su avanzada formacion. Tras la muerte de su
padre (1482) regresé a Florencia y entrd al servicio de la familia Medici hasta 1491. En 1492 se traslada a
Sevilla y sigue trabajando como representante comercial de esta familia, al servicio de Juanoto Berardi,
florentino dedicado al comercio de oro y esclavos y proveedor de los aprestos de las naves en las travesias
al Nuevo Mundo. Tras la muerte de Berardi (1496), decidié dedicarse a la navegacion. Se interes6 por los
viajes de Colon y probablemente invirtio en el segundo de ellos. Se cree que habia tomado parte en cuatro
expediciones atlanticas, pero en la década de 1930 se sugirié que el relato auténtico de sus viajes estaba
contenido en su correspondencia privada con los Médicis, en cuyo caso el nimero real quedaria reducido
a dos.

'8 Bl prusiano Alexander von Humboldt (1769-1859) es uno de los grandes naturalistas de la historia. En
1799, durante el reinado de Carlos IV, efectué un viaje por la Peninsula Ibérica y las Islas Canarias en el
que no soélo hizo una mera escala en su célebre viaje a tierras americanas, sino que aprovechd para
establecer contactos cientificos y realizar investigaciones en compafiia de su acompafante Aimé
Bonpland. Sus trabajos de este periodo, dedicados a climatologia, astronomia, geologia y botanica
principalmente, muestran como en su estancia puso por primera vez en funcionamiento diversos aparatos
y dispositivos de medicion que le permitieron hacer aportaciones nuevas y esenciales en el conocimiento
de estas disciplinas aplicadas a la geografia de Espaiia.



uno de los padres de la geografia moderna y Francisco José de Caldas.
Aqui son importantes también los trabajos de topdgrafos y agrimensores
enviados desde Espafa, como Agustin Cordazzi, puesto que era
necesario establecer y reflejar correctamente las mediciones de las
tierras del prometedor continente americano.

Aparecen posteriormente numerosos tratados y libros de varios
autores como Oronzio Fineo y Joshua Habernel ”, ambos con
modificaciones sobre la brjula. Johan Praetorius, apoyandose en
los conocimientos de Gemma Frisius, perfecciona la plancheta
que, durante mucho tiempo, fue el instrumento mas fino y
avanzado con que podian contar los topografos. Galileo® monto

' Oronteus Finaeus (nombre latinizado de Oroncio Fineo) fue un matematico y cartografo francés
nacido en Briangon (1494) y fallecido en Paris (1555). De joven estudio en la capital francesa y en el
Colegio de Navarra, donde se gradué como licenciado en Medicina (1522); antes de eso, fue puesto en
prision y volvio a ella dos afios después, por motivos poco claros. Desempefi6 oficios cientificos para la
corona francesa y el rey Francisco I de Francia lo nombré profesor del Collége Royal de Paris, donde
ejercio la docencia hasta su muerte. Oronzio Fineo, en su libro "Geometria Practica", aplica la brijula a
un semicirculo graduado con dos alidadas, una fija y otra movil. El siguiente paso hacia el goniometro
actual fue la mejora introducida por Joshua Habernel con el teodolito-brtjula, que data del afio 1576.

*% Galileo Galilei nacié en Pisa en 1564. Su padre, Vincenzo Galilei fue un miisico de indudable espiritu
renovador, defensor del cambio de una musica religiosa anquilosada en favor de formas mas modernas. A
la edad de 17 afios, Galileo siguid el consejo de su padre y empez6 a cursar medicina en la Universidad de
Pisa. Mas adelante decidio cambiar al estudio de las matematicas con el consentimiento paterno bajo la
tutela del matematico Ricci (expero en fortificaciones). Su notable talento para la geometria se hizo
evidente con un trabajo en el que extendia ideas de Arquimedes para calcular el centro de gravedad de
una figura. A los 25 afos se le asigné la catedra de matematicas en Pisa y a los 28, en 1592, mejord su
situacion aceptando una posicion en Venecia que mantuvo hasta la edad de 46 afnos. Venecia era entonces
una ciudad llena de vida, poblada por unos 150.000 habitantes y dedicada al comercio. Galileo se casé en
1599 con Marina Gamba de 21 afios con quien tuvo tres hijos. De entre sus amistades venecianas figura el
joven noble Sagredo, quien aparece como uno de los personajes del Didlogo concerniente a los dos
sistemas del mundo. A la edad de 46 afios, en 1610, Galileo desarrollo el telescopio consiguiendo gracias
a ello una posicion permanente con un buen sueldo en Padua. Presentd sus asombrosos descubrimientos:
montafias en la luna, lunas en Jupiter, fases en Venus. Astutamente, dio el nombre de la familia Medici a
las lunas de Jupiter logrando asi el puesto de Matematico y Filosofo (es decir Fisico) del Gran Duque de
la Toscana. Los descubrimientos astronémicos de Galileo favorecian dramaticamente al sistema
copernicano, lo que presagiaba serios problemas con la Iglesia. En 1611, Galileo fue a Roma para hablar
con el padre Clavius, artifice del calendario Gregoriano y lider indiscutible de la astronomia entre los
jesuitas. Clavius era reacio a creer en la existencia de montafias en la luna, actitud que dejo de defender
tras observarlas a través del telescopio. Pero, poco a poco, nuevos descubrimientos como el de las
manchas solares afiadidos a la inusitada contundencia de Galileo para refutar y ridiculizar a sus oponentes
le fueron granjeando enemistades. La complejidad de la situacion se acentué y Galileo fue reconvenido a
no defender sus ideas. El cambio de Papa, ahora Urbano VIII, inicialmente admirador de Galileo, le
llevaron a aumentar el nivel de defensa de sus ideas. En 1632, en un entrafiado laberinto de permisos
oficiales poco claro, Galileo publico su Di&logo, donde su defensa acérrima del sistema heliocéntrico
viene acompafiada de vejaciones e insultos hacia sus enemigos. La Inquisicion tomo6 cartas en el asunto,
mas por desobediencia de las directivas eclesiasticas que por el propio contenido de su obra. Un largo
proceso inquisitorial llevd a un viejo y decrépito Galileo a abdicar de sus ideas y verse confinado a una
villa en Florencia hasta su muerte acaecida en 1642. Galileo, padre de la ciencia moderna, defendi6 la
matematizacion de la naturaleza, asentd el procedimiento cientifico y propicid, para bien o para mal, el
divorcio iglesia-ciencia.



su famoso telescopio, continuando con el telescopio de Kepler®' y
el holandés Christiaan Huyghens® quien coloco un reticulo para
realizar las punterias, con el avance que esto presentaba en los
trabajos sobre la alidada de pinulas, usada hasta la ¢época. William
Gascoigne afadio el tornillo de los movimientos lentos dentro de
los teodolitos.

De hecho, el siglo XVIII es el gran siglo de los avances en la
instrumentacion topografica. Se construyo el primer teodolito,
provisto de cuatro tornillos nivelantes por Johanes Sisson. Ignacio
Porro invent6 el taquimetro autorreductor™ en 1839, al que
bautizé como “taquimetro” y Reichenbach con el teodolito
repetidor. Posteriormente, ya en el siglo siguiente, Adrien
Bordaloue invento, alrededor de 1830, la mira parlante y fabrico
la primera mira para nivelacion, hecho singular que potencio el
estudio y la fabricacion de autorreductores, permitiendo asi leer
en la mira la distancia reducida (o sea, la proyeccion ortogonal de
la distancia natural sobre el plano horizontal) .

El siglo XX es el de los grandes fabricantes y de la 6ptica, con Carl Zeiss
con el anteojo de enfoque interno y Heinrich Wild el nivel de coincidencia,
el microbmetro de coincidencia y la estadia invar, tal como ahora la
conocemos. Los limbos de cristal fueron fabricados en serie poco antes
del afnio 1936, mejorando asi la graduacion en el propio limbo.

! Johannes Kepler (Weil der Stadt, Alemania, 27 de diciembre de 1571 - Ratisbona, Alemania, 15 de
noviembre de 1630), figura clave en la revolucion cientifica, astronomo y matematico aleman;
fundamentalmente conocido por sus leyes sobre el movimiento de los planetas sobre su orbita alrededor
del sol. Fue colaborador de Tycho Brahe, a quien substituyé como matematico imperial de Rodolfo II.

22 Para Huyghens la naturaleza de la luz es ondulatoria. Los cuerpos luminosos, segin Huyghens, emitian
ondas transversales que se propagaban aun en el vacio con una velocidad muy grande. En 1820 Fresnel
demostrd que las ondas eran transversales y reafirm¢ la teoria ondulatoria que en un principio tuvo muy
pocas personas de acuerdo con su teoria. Aficionado a la astronomia desde pequefio, pronto aprendid a
tallar lentes (especialidad de Holanda desde la invencion del telescopio, hacia el afio 1608) y junto a su
hermano llegd a construir varios telescopios de gran calidad. Por el método de ensayo y error
comprobaron que los objetivos de gran longitud focal proporcionaban mejores imagenes, de manera que
se dedico a construir instrumentos de focales cada vez mayores: elabord un sistema especial para tallar
este tipo de lentes, siendo ayudado por su amigo el filésofo Spinoza, pulidor de lentes de profesion. El
éxito obtenido animo a Johannes Hevelius a fabricarse ¢l mismo sus telescopios.

3 Este taquimetro facilita las tareas, ya que ofrecen directamente la distancia reducida por simple lectura
de la mira. En algunos taquimetros antiguos, hoy en desuso, era preciso manipular en ellos cada visual
para adaptar ciertas piezas moviles al angulo medido en el eclimetro: estos taquimetros se denominaban
simplemente “reductores”, a los que substituyeron los “autorreductores” que hoy en dia se manejan. Los
primeros taquimetros autorreductores que se utilizaron, entre ellos alguno de origen espafiol, tenian serios
inconvenientes, como su mayor peso y facil descorreccion, pero no ocurre lo mismo con los mas
modernos, que son mucho mas rapidos y seguros.



El primer nivel automatico, tuvo que esperar hasta 1946, ano en el que el
ruso Stodolkjewich puso en practica estos principios. En el afio 1950,
Carl Zeiss fabricé el Ni2, instrumento que poseia un compensador
mecanico en lugar de burbuja tubular, y que era precursor de los actuales
sistemas de compensacion por gravedad. Askania traspaso este principio
a los teodolitos en 1956 montando el compensador para el limbo vertical
O cenital.

El primer distanciometro o estadimetro electro-optico se fabricd en Rusia
en el afio 1936, promovido por el Instituto de Optica Gubernamental. Este
tipo de instrumento se empled en el distanciometro Aga fabricado en
Estocoimo en 1948. En 1957, Wadley obtuvo un distancidmetro de
microondas, el Telurometer. Hasta 1968 no apareceran los
distancidmetros electro-6pticos de rayo laser. Wild fabricara el DI-10,
distancidmetro de pequefias dimensiones, que unido a un teodolito
proporcionaba un gran beneficio para las medidas topograficas, tanto en
rapidez como en precision.

En las ultimas décadas el avance en la instrumentacidén topografica ha
sido poco menos que vertiginoso, con la aparicion de los sistemas
electrénicos, pasando rapidamente de los distanciometros y las semi-
estaciones, a los teodolitos digitales y a la concepcion de la actual
estacion total, las estaciones motorizadas y robotizadas, para efectuar
levantamientos taquimétricos y replanteos. Debemos anadir también los
colectores de datos, los colectores de tarjetas de registro y los colectores
internos en la propia estacion, debiendo conectar ésta al ordenador para
su descarga y procesamiento. Por ultimo, aparecen los modernos
sistemas G.P.S. con su estacionamiento en tiempo real o diferido, con las
altas precisiones que se estan obteniendo ultimamente.

3. EL LEVANTAMIENTO TOPOGRAFICO

Se define como tal el conjunto de operaciones ejecutadas sobre un
terreno con los instrumentos adecuados para poder confeccionar una
correcta representacion grafica o plano. Este plano resulta esencial para
situar correctamente cualquier obra que se desee llevar a cabo, asi como
para elaborar cualquier proyecto técnico. Si se desea conocer la posicion
de puntos en el area de interés, es necesario determinar su ubicacion
mediante tres coordenadas que son latitud, longitud y elevacion o cota.
Para realizar levantamientos topograficos se necesitan varios
instrumentos, como el nivel y la estacion total. El levantamiento
topografico es el punto de partida para poder realizar toda una serie de
etapas basicas dentro de la identificacién y sefalamiento del terreno a
edificar, como levantamiento de planos (planimétricos y altimétricos),



replanteo de planos, deslindes, amojonamientos y demas. Existen dos
grandes modalidades:

e Levantamiento topografico planimétrico: es el conjunto de
operaciones necesarias para obtener los puntos y definir la
proyeccion sobre el plano de comparacion.

e Levantamiento topografico altimétrico: es el conjunto de
operaciones necesarias para obtener las alturas respecto al plano
de comparacion.

La realizacion de un levantamiento topografico de cualquier parte de la
superficie de la tierra, constituye una de las actividades principales de la
labor cotidiana de los topégrafos. En todo trabajo han de utilizarse los
métodos fundamentales de la topografia, la interseccion, el itinerario y la
radiacion, aprendiendo a escalonarlos adecuadamente unos con otros y
evitando la acumulacion de errores.

Todo levantamiento topografico tiene lugar sobre superficies planas,
limitandose a pequeias extensiones de terreno, utilizando Ia
denominacién de “geodesia” para areas mayores. Sin embargo, debemos
puntualizar que en la topografia clasica, para dar coordenadas a un
punto, no se utiliza directamente un sistema cartesiano tridimensional,
sino que se utiliza un sistema de coordenadas esféricas que
posteriormente nos permiten obtener las coordenadas cartesianas.

La altimetria utiliza métodos y procedimientos que determinan la altura o
cota de cada punto. Se realiza sobre un plano de referencia, sobre el
nivel medio del mar en Alicante (para el territorio espariol) y sirve para la
representacion del relieve terrestre, es decir para el curvado de los
planos.

Los mapas topograficos utilizan el sistema de representaciéon de planos
acotados, mostrando la elevacion del terreno y utilizando lineas que
conectan los puntos con la misma cota respecto de un plano de
referencia, denominadas “curvas de nivel”, en cuyo caso se dice que el
mapa es hipsografico. Dicho plano de referencia puede ser o no el nivel
medio del mar, pero en caso de serlo se hablara mas propiamente de
“altitudes” en lugar de “cotas”.

Antes de concretar la delimitacion de la zona donde vamos a realizar el
levantamiento, o bien cuando éste sea muy extenso en superficie 0 en
forma lineal, como hemos comentado, debemos situarnos dentro de un
contexto general mas amplio, para lo cual debemos proceder a situar
nuestro levantamiento dentro del campo de la Geodesia®*.

** La Geodesia es una ciencia interdisciplinaria que utiliza sensores remotos transportados en
satélites espaciales y plataformas aéreas y mediciones terrestres para estudiar la forma y las
dimensiones de la Tierra, de los planetas y de sus satélites, asi como sus cambios; para determinar
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La practica de la Geodesia se basa en una serie de puntos denominados
“‘veértices geodésicos”, que a su vez forman redes de triangulos. Estas
redes se denominan de “triangulacion” y por su importancia y tamafio son
denominadas de primero, segundo y tercer orden. La de primer orden
suele tener las distancias mayores; son los triangulos basicos, donde nos
apoyamos con las posteriores de segundo y tercer orden. Esta red de
tercer orden es la que sirve con mayor asiduidad, por légica, de apoyo a
la red topografica, aunque podamos -para la situacion inicial- apoyarnos
en cualquier vértice que tengamos dentro de la zona de influencia del
trabajo.

Utilizando, pues, ésta o la que nos convenga, por medio de la técnica de
varios itinerarios entre los diversos vértices, realizaremos lo que
denominamos “poligonal o poligonacion”. Esta poligonal, que calculamos
y compensamos por los diferentes métodos existentes en topografia, nos
permite obtener una red de puntos de apoyo o base de orden menor,
desde la que pasamos a otra mas densa denominada “de relleno”, desde
donde, por medio de la radiacion y del itinerario, tomaremos todos los
detalles del terreno.

4. LA TAQUIMETRIA

La palabra taquimetria significa “medida rapida” y, como su propio
nombre indica, tiene como objeto simplificar o abreviar el trabajo
topografico, suprimiendo todas la redes excepto la triangulacién,
realizando en campo simultaneamente la poligonacion o poligonal, la
toma de puntos o relleno y el levantamiento altimétrico. Se fundamenta
en determinar la posicién de un punto en el espacio definido por tres
coordenadas, X, Y, z, con respecto a un sistema de tres ejes cartesianos
rectangulares, cuyo eje Y-Y’, ocupa la direccion norte-sur o de la
meridiana; X-X' el de la direccién este-oeste o paralela, y el Z-Z' la
vertical o altura. Si el levantamiento topografico lo significamos en base a
la planimetria, en el taquimétrico el calculo lo realizamos siempre y
simultaneamente de las tres coordenadas.

Existe la posibilidad de no tener que situar por coordenadas absolutas el
trabajo, tanto en planimetria como en la altimetria, y se puede realizar
entonces el levantamiento por coordenadas relativas. En este caso nos
evitamos todo el proceso previo al levantamiento o taquimétrico en si, y
basta con que nos situemos en una base determinada de partida con las
coordenadas relativas que consideremos, que siempre resultaran de
mayor simplicidad operatoria que las absolutas, y por medio de los

con precision su posicion y la velocidad de los puntos u objetos en la superficie u orbitando el
planeta, en un sistema de referencia terrestre materializado, y la aplicacién de este conocimiento a
distintas aplicaciones cientificas y técnicas, usando la matematica, la fisica, la astronomia y las
ciencias de la computacion.



meétodos taquimétricos adecuados realizar el correspondiente trabajo de
campo.

Para efectuar el enlace de las diferentes estaciones o bases del trabajo,
tanto sea con un sistema de coordenadas absolutas como relativas, el
modo de actuacion difiere substancialmente de la poligonacion ordinaria
en cuanto al modo de enlazar las estaciones y transmitir la orientacion.
Obviamente, interesa desde cada estacion barrer el maximo de zona o
area geografica para disminuir el niumero de estaciones, lo cual nos
obliga a adoptar diversos métodos de enlace. Estos métodos, que aqui
s6lo esbozaremos por comprensibles razones de espacio y oportunidad,
son los siguientes:

1. El de Moinot o directo, para el que resulta indispensable que el
alcance normal del anteojo esté comprendido entre las dos estaciones de
modo que desde cada una de ellas se pueda percibir claramente la
media divisién de una mira situada en la otra.

2. El de Porro o indirecto. La transmision de la orientacion suele
hacerse sin necesidad de que las dos estaciones sean visibles entre si,
ya que basta con tener dos puntos visibles entre ambas, lo que permite
alejas éstas una distancia casi el doble del maximo alcance del anteojo.
Este método es poco usado entre otras cosas porque, eligiendo bien las
estaciones, facilmente se consigue que sean visibles entre si.

3. El de Villani o mixto. Es posiblemente el mejor de todos ellos,
puesto que con éste es preciso que las estaciones sean visibles entre si,
pero pueden estar situadas a una distancia que puede llegar a ser el
doble del alcance normal del anteojo. Desde el punto de vista de la
rapidez en el trabajo, especialmente en terrenos llanos y despejados,
este método ofrece una positiva ventaja puesto que pueden lograrse -aun
en trabajos de gran precision- longitudes de ejes comprendidas entre los
300 y 400 metros, y aun de 500 metros o mas en trabajos de menor
precision. Esto hace que, en el caso mas desfavorable, baste un solo
punto poligonométrico por cada 10 Ha. de terreno, que resulta ser una
densidad de puntos equiparable a la de cualquier poligonacion ordinaria.
En terrenos quebrados o con arbolado, la densidad de los puntos
necesaria por este método seria obviamente mayor, pero siempre
ofrecera ventaja sobre el enlace directo (Moinot) con el que puede
simultanearse el método, segun las exigencias del terreno natural.
También ofrece ventaja el enlace mixto sobre el directo por lo que se
refiere a la precision de ambos, al considerar en todo itinerario sendos
errores: el angular y el lineal (DOMINGUEZ, 1989).

Las técnicas y aparatos actuales, a los que nos hemos referido con
anterioridad, nos permiten acelerar y simplificar de manera notable los
trabajos con respecto a los que realizabamos hasta hace bien pocos



anos. Los antiguos teodolitos y taquimetros, con los que nos valiamos
para realizar triangulaciones de todo tipo, y los taquimétricos con miras,
para completar la red topografica, han dado paso a los nuevos aparatos
de posicionamiento por satélite con los G.P.S.*® (Global Positioning
System), y las estaciones totales, lo que nos permite gozar de una
rapidez de posicionamiento y de toma de datos taquimétricos
francamente notable.

Actualmente, el aparato mas utilizado para la toma de datos se basa en
el empleo de una estacion total, con la cual se pueden medir angulos
horizontales (acimutales), angulos verticales (cenitales) y distancias con
una gran precision y proceder al almacenamiento de los datos en
colectores informaticos incorporados, con todo lo que esto supone para
evitar la comision de buena parte de los errores tipicos de este tipo de
trabajos.

Procesando posteriormente los datos tomados y utilizando las nuevas
tecnologias con los diferentes software para los ordenadores y los
actuales programas de calculo y dibujo asistido por ordenador (CAD)%,

* El Global Positioning System (GPS) o Sistema de Posicionamiento Global (mas conocido con las
siglas GPS, aunque su nombre correcto es NAVSTAR-GPS) es un sistema global de navegacion por
satélite (GNSS) que permite determinar en todo el mundo la posiciéon de un objeto, una persona, un
vehiculo o una nave, con una precision hasta de centimetros, usando GPS diferencial, aunque lo habitual
son unos pocos metros. Aunque su invencion se atribuye a los gobiernos francés y belga, el sistema fue
desarrollado e instalado, y actualmente es operado por el Departamento de Defensa de los Estados
Unidos. El GPS funciona mediante una red de 27 satélites (24 operativos y 3 de respaldo) en o6rbita sobre
el globo terraqueo, a 20.200 km. de altitud, con trayectorias sincronizadas para cubrir toda la superficie de
la Tierra. Cuando se desea determinar la posicion, el receptor que se utiliza para ello localiza
automaticamente como minimo tres satélites de la red, de los que recibe unas sefiales indicando la
posicion y el reloj de cada uno de ellos. Con base en estas sefiales, el aparato sincroniza el reloj del GPS y
calcula el retraso de las sefiales; es decir, la distancia al satélite. Por "triangulacion" calcula la posicion en
que éste se encuentra. La triangulacion en el caso del GPS, a diferencia del caso 2-D que consiste en
averiguar el angulo respecto de puntos conocidos, se basa en determinar la distancia de cada satélite
respecto al punto de medicion. Conocidas las distancias, se determina facilmente la propia posicion
relativa respecto a los tres satélites. Conociendo ademas las coordenadas o posicion de cada uno de ellos
por la sefial que emiten, se obtiene la posicion absoluta o coordenadas reales del punto de medicion.
También se consigue una exactitud extrema en el reloj del GPS, similar a la de los relojes atomicos que
llevan a bordo cada uno de los satélites. La antigua Union Soviética (URSS) tenia un sistema similar
llamado GLONASS, ahora gestionado por la Federaciéon Rusa. Actualmente la Union Europea esta
desarrollando su propio sistema de posicionamiento por satélite, denominado Galileo.

% El disefio asistido por computadora u ordenador, mas conocido por sus siglas inglesas CAD
(computer assisted design), es el uso de un amplio rango de herramientas computacionales que asisten a
ingenieros, arquitectos, topdgrafos y a otros profesionales del disefio en sus respectivas actividades.
También se puede llegar a encontrar denotado con las siglas CADD, es decir, dibujo y disefio asistido por
computadora (computer assisted drawing and design). El CAD es también utilizado en el marco de
procesos de administracion del ciclo de vida de productos (en inglés product lifecycle management). Estas
herramientas se pueden dividir basicamente en programas de dibujo en dos dimensiones (2D) y
modeladores en tres dimensiones (3D). Las herramientas de dibujo en 2D se basan en entidades
geométricas vectoriales como puntos, lineas, arcos y poligonos, con las que se puede operar a través de
una interfaz grafica. Los modeladores en 3D afiaden también superficies y cuerpos solidos. El usuario
puede asociar a cada entidad una serie de propiedades como color, usuario, capa, estilo de linea, nombre,
definicion geométrica, etc., que permiten manejar la informacion de forma logica. Ademas, pueden
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es posible dibujar y representar graficamente los detalles del terreno
considerados, aportando una precision y rapidez desconocida hasta hace
poco mas de dos décadas. El sistema de coordenadas actual U.T.M.%
esta siendo el substituto de las antiguas coordenadas geograficas y su
uso se halla practicamente generalizado en toda Europa.

5. MODELO DIGITAL DEL TERRENO

Para nuestra exposicion vamos a realizar una serie de ejemplos con
diferentes tipos de trabajos topograficos, bien sean taquimétricos o
nivelaciones de diferentes zonas y con diferentes sistemas de
coordenadas absolutas y relativas. Para realizar el calculo de nuestra
explanacion, debemos puntualizar, ya desde wun principio, que
necesitamos tener un terreno topografiado, curvado y digitalizado, para
poder obtener un cierto Modelo Digital del Terreno, (a partir de este punto
MDT), puesto que la informacion de base para la confeccion del MDT
sélo la podemos obtener con un mapa topografico o bien por restitucion
fotogramétrica tridimensional de fotografias aéreas del terreno (CEBRIAN
y MARK, 1986).

asociarse a las entidades o conjuntos de éstas otro tipo de propiedades como material, etc., que permiten
enlazar el CAD a los sistemas de gestion y produccion. De los modelos pueden obtenerse planos con
cotas y anotaciones para generar la documentacion técnica especifica de cada proyecto. Los modeladores
en 3D pueden, complementariamente, producir previsualizaciones fotorealistas del producto, aunque a
menudo se prefiere exportar los modelos a programas especializados en visualizacién y animacion, como
Maya, Softimage XSl o 3D Studio Max.

*7 El Sistema de Coordenadas Universal Transversal de Mercator (en inglés Universal Transverse
Mercator, UTM) es un sistema de tres coordenadas basado en la proyeccion geografica transversa de
Mercator, que se construye como la proyeccion de Mercator normal, pero en vez de hacerla tangente al
Ecuador, se la hace tangente a un meridiano. A diferencia del sistema de coordenadas tradicional,
expresadas en longitud y latitud, las magnitudes en el sistema UTM se expresan en metros inicamente al
nivel del mar que es la base de la proyeccion del elipsoide de referencia. El sistema de coordenadas UTM
fue desarrollado por el Cuerpo de Ingenieros del Ejército de los Estados Unidos en la década de 1940. El
sistema se basd en un modelo elipsoidal de la Tierra. Se uso el elipsoide de Clarke de 1866 para el
territorio de los 48 estados contiguos. Para el resto del mundo —incluidos Alaska y Hawai— se uso el
Elipsoide Internacional. Actualmente se usa el elipsoide WGS84 como modelo de base para el sistema de
coordenadas UTM. Anteriormente al desarrollo del sistema de coordenadas UTM varios paises europeos
ya habian experimentado la utilidad de mapas cuadriculados, en proyeccion conforme, al cartografiar sus
territorios en el periodo de entreguerras. El calculo de distancias entre dos puntos con esos mapas sobre el
terreno se hacia mas facil usando el teorema de Pitdgoras, al contrario que con las formulas
trigonométricas que habia que emplear con los mapas referenciados en longitud y latitud. En los afios de
post-guerra estos conceptos se extendieron al sistema de coordenadas basado en las proyecciones
Universal Transversa de Mercator y Estereografica Polar Universal, que es un sistema cartografico
mundial basado en cuadricula recta. La "proyeccion transversa de Mercator" es una variante de la
"proyeccion de Mercator" que fue desarrollada por el gedgrafo flamenco Gerardus Mercator en el afio
1659. Esta proyeccion es "conforme", es decir, que conserva los angulos y casi no distorsiona las formas
pero inevitablemente si lo hace con las distancias y areas. El sistema UTM implica el uso de escalas no
lineales para las coordenadas X e Y (longitud y latitud cartograficas) para asegurar que el mapa
proyectado resulte conforme.



También podemos utilizar una superficie nivelada, para lo cual
parcelaremos primero el terreno en base a una malla o red cuadriculada,
nivelando posteriormente cada uno de los vértices. Debemos constatar
que para el calculo posterior solo utilizaremos la cota o elevacion del
centro de cada cuadricula, sin necesidad de tener que confeccionar en
este caso de nivelacion el MDT. Como vemos, pues, son dos
procedimientos diferentes aunque con una misma finalidad. La diferencia
esencial estriba en que el programa calcula siempre sobre un modelo de
malla cuadriculada. Con el levantamiento taquimétrico y la formacion
posterior del MDT, éste nos la ofrece y si realizamos el trabajo con nivel
debemos formarlo nosotros mismos.

¢ Pero qué entendemos por un MDT?. Segun el profesor Bosque Sendra
(obra citada en la bibliografia), “un Modelo Digital del Terreno (MDT) es
la representacion simplificada, en un formato accesible a los
ordenadores, de la topografia del terreno (las alturas sobre el nivel medio
del mar) (Cebrian y Mark, 1986). Para ello se considera que las
elevaciones forman una superficie tridimensional ondulada, en la que dos
dimensiones se refieren a los ejes de un espacio ortogonal plano (X e Y),
y la tercera mide la "altura" o “cota” (Z). Por ello, se suele hablar de
representaciones graficas con dos dimensiones topologicas y media
(graficos 2.5D), a diferencia de una verdadera representacion en tres
dimensiones, que exige considerar el contenido o volumen al que
envuelve la superficie tridimensional (Raper, 1989; Tumer, 1989).
Aungue un Modelo Digital del Terreno representa, habitualmente, la
topografia del terreno, en realidad cualquier hecho que cumpla unas
minimas caracteristicas, esencialmente la continuidad espacial de la
variacion, puede ser representado mediante este planteamiento: las
precipitaciones, las temperaturas, la composicién litolégica o mineral, la
acidez o basicidad de los suelos, etc.”

El modelo digital de una parcela o solar resulta indispensable para
elaborar estudios diversos y proyectos técnicos. Estos modelos
tienen muchas ventajas, a saber:

« Calculo de volumen.

* Hacer cortes y perfiles en cualquier sitio.

» Elaborar estudios de diferentes variantes de un proyecto con un solo
levantamiento topografico.

Su denominacion ha ido cambiando a lo largo de los afos, llamandose
desde Modelos Altimétricos Digitales, Modelos Digitales de Alturas o bien
Modelos Topograficos Digitales. Su origen esta relacionado con las
necesidades militares del ejército de los EEUU vy por la propia ingenieria



civil del pais. Actualmente los MDT estan en relacion estrecha con la
cartografia digital y los Sistemas de Informacion Geografica (SIG)?.

La topografia del terreno siempre se representa con curvas de nivel (a
las que nos referiremos in extenso en otros apartados de este mismo
libro), independientemente de que sean absolutas o relativas, con su
equidistancia correspondiente y en papel. Su calculo era y es laborioso y
muchas aplicaciones practicas quedaban limitadas por la organizacion
analogica y compleja del mapa. Precisamente, estas necesidades dieron
origen al desarrollo de una nueva forma de representar el relieve en
forma digital, o sea, al desarrollo de los Modelos Digitales del Terreno.
Siguiendo con las indicaciones del estimado colega y profesor Bosque
Sendra, veamos que “Un MDT se puede representar, principalmente,
mediante dos modelos de datos: la matriz de alturas (organizacion
“raster") y la estructura TIN (red de triangulos irregulares). Ambos estan
basados en el empleo de puntos para la representacion de la informacion
gue constituye el Modelo Digital del Terreno. En los dos casos el modelo
se genera a partir de una muestra de datos puntuales repartidos de algun
modo, en muchas ocasiones aleatoriamente, sobre el plano. Otra
posibilidad diferente es la de recoger una muestra de las altitudes reales
empleando las curvas de nivel existentes en el mapa fuente y a partir de
esta muestra obtener el pretendido Modelo Digital del Terreno.”

La digitalizacién de la informacién sobre alturas (las curvas de nivel)
contenida en el mapa topografico forma una de las fuentes mas
importantes para la elaboracion de un Modelo Digital del Terreno.
Evidentemente, lo Unico que es preciso digitalizar, en este caso, son las
curvas de nivel y, a veces, las cotas de altitud puntuales.

Por tanto, nosotros podemos construir nuestro propio MDT para efectuar
nuestra cubicacion con un levantamiento taquimétrico o bien con una
nivelacion con cotas puntuales. A partir de la informacién de base, la

% Un Sistema de Informacion Geogréafica (SIG o GIS, en su acrénimo inglés) es una integracion
organizada de hardware, software y datos geograficos disefiado para capturar, almacenar, manipular,
analizar y desplegar en todas sus formas la informacion geograficamente referenciada con el fin de
resolver problemas complejos de planificacion y gestion. También puede definirse como un modelo de
una parte de la realidad referido a un sistema de coordenadas terrestre y construido para satisfacer unas
necesidades concretas de informacion. En el sentido mas estricto, es cualquier sistema de informacion
capaz de integrar, almacenar, editar, analizar, compartir y mostrar la informacion geograficamente
referenciada. En un sentido mas genérico, los SIG son herramientas que permiten a los usuarios crear
consultas interactivas, analizar la informacion espacial, editar datos, mapas y presentar los resultados de
todas estas operaciones. La tecnologia de los Sistemas de Informacion Geografica puede ser utilizada para
investigaciones cientificas, la gestion de los recursos, gestion de activos, la arqueologia, la evaluacion del
impacto ambiental, la planificacion urbana, la cartografia, la sociologia, la geografia histérica, el
marketing o la logistica, por nombrar s6lo unos pocos. Por ejemplo, un SIG podria permitir a los grupos
de emergencia calcular facilmente los tiempos de respuesta en caso de un desastre natural, el SIG puede
ser usado para encontrar los humedales que necesitan proteccion contra la contaminacion, o bien pueden
ser utilizados por una empresa para ubicar un nuevo negocio y aprovechar las ventajas de una zona de
mercado con escasa competencia.



construccion de un MDT suele necesitar realizar una fase de
interpolacion espacial. La interpolacion espacial es un procedimiento que
permite calcular el valor de una variable en un posicion del espacio
(punto no muestral, donde se estima un valor de la altura), conociendo
los valores de esa variable en otras posiciones del espacio (puntos
muestrales, con valores verdaderos) (BOSQUE et alt., 1990).

Los procedimientos de interpolacion son muy distintos segun se desee
obtener el modelo raster o el modelo TIN. Igualmente existen diferencias
notorias en cuanto a cual es la organizacion de la informacion de partida:
puntos o lineas. Se parte de informacidén de base organizada en forma de
curvas. Suele proporcionar resultados bastante adecuados el realizar una
interpolacion lineal entre dos puntos pertenecientes a curvas de nivel
diferentes pero contiguas, para determinar las alturas de los puntos no
muestrales situados entre ellas, usando para ello la linea de maxima
pendiente entre las curvas de nivel y que pasa por el punto cuya altura se
desea estimar (CEBRIAN y MARK, 1986).

Las posibilidades analiticas de un MDT son variadas, puesto que
utilizando la informacién topografica representada en un MDT, es posible
realizar un amplio numero de procesos de analisis de gran interés
practico, como por ejemplo la confeccidbn de mapas de pendientes y
orientaciones, delimitar cuencas aportadoras de drenaje, o intervisibilidad
de puntos. Pero también nos permite realizar calculos de magnitudes, por
ejemplo de volumenes, lo que resulta esencial para la consecucion del
objetivo que perseguimos en el presente libro.

Otras aplicaciones diversas pueden ser: analisis de problemas
hidrologicos y de la erosion del terreno, asi como la combinacion de
algunas funciones con los programas SIG, respecto a mapas de suelos,
hidrologia, erosion, etc.

Para la exposicidn de nuestros ejemplos practicos, realizaremos nuestros
taquimétricos sobre diferentes zonas de terreno, y aprovechando los
programas de topografia existentes en el mercado, volcaremos los datos
al ordenador para procesarlos y obtener los MDT correspondientes. Una
vez realizada esta operacion pasaremos los datos a un libro u hoja de
calculo por ordenador (Excel), donde por medio de la novedosa
metodologia aqui propuesta realizaremos la posterior explanacion y
cubicacién del terreno en cuestion buscando siempre la mayor facilidad y
la compensacion total de tierras en su movimiento.

6. PLAN DE TRABAJO, METODOS E INSTRUMENTOS



Los taquimétricos los realizaremos con coordenadas UTM, con valores
absolutos, de la red CATNET. Esta red, tal y como su editorial expone,
tiene un servicio de estaciones permanentes que recogen datos de la
constelacion GPS interrumpidamente, segundo a segundo las
veinticuatro horas al dia, que son almacenados y distribuidos al publico
mediante diferentes servicios de posicionamiento, bien en tiempo real o
bien para procesar posteriormente. Los datos de todas sus estaciones se
combinan en una solucién de red que permite determinar la componente
espacial de los errores ionosféricos, troposféricos y geométricos que
afecten a la sefal GPS, y de esta forma determinar un conjunto de
observaciones virtuales de cualquier punto del territorio. Con esta
técnica, se provee de servicios al usuario que le permiten trabajar
utilizando un solo receptor, como es nuestro caso, para posicionarse con
toda precision sobre toda la geografia.

Debemos precisar que en el momento de introducir los datos en la hoja
de caélculo, podemos disminuir el valor alfanumérico de dichos datos en
los ejes X-Y para obtener una mayor rapidez del calculo. La razén es de
indole simplemente temporal, puesto que al introducir los datos en la hoja
de calculo, cuanto menor sean los digitos empleados, mayor es la
rapidez operacional. ¢ Cual es la razén fundamental que nos proponemos
con esta observacion?. Sencillamente, que podemos tener inicialmente
nuestro taquimétrico con coordenadas U.T.M. por ejemplo y utilizar sélo
para el célculo (coordenadas X e Y) desde las decenas o los millares, a
excepcion de las cotas o elevaciones, sin tener que introducir las seis 0
siete cifras de cada punto. Evidentemente el resultado es el mismo y la
comodidad mucho mayor.

Los aparatos o instrumentos topograficos utilizados para los trabajos de
campo que presentamos seran una estacion total robotizada de la marca
Trimble 5503 DR Std, un receptor GPS Trimble R6, provistos de todos
los accesorios y colectores precisos para la toma de los datos de campo
y su posterior traspaso al ordenador. Los programas de topografia a
utilizar son el SDR Varin version 6.5, que ya no se produce y que no
puede acoplarse al sistema Windows, aunque su prestancia, capacidad y
eficiencia estan fuera de toda duda, y personalmente pensamos que es
de los mejores softwares existentes para topografia. Nos apoyaremos,
complementariamente, en otro programa mas actual como es el
Cartomap; éste si se puede acoplar al sistema Windows en su version
actual 6.0, ultima en el mercado en el momento de realizar este estudio.
Acompafiamos a estos programas de topografia el Autocad, de dibujo
asistido por ordenador en su versién 2008 (ver nota a pie de pagina en
este mismo capitulo), y los de Word y Excel del paquete Office de
Microsoft®, también en sus versiones mas actuales. Los datos se
tomaran siguiendo las especificaciones expuestas, segun los modelos y
técnicas propios de la topografia. Para los taquimétricos, previo



reconocimiento del terreno, se procedera a la situacion de las bases de
apoyo con el GPS, y a partir de este punto, se realizara la comprobacion
y compensacion de la poligonal, en caso de ser necesario. Los puntos de
los taquimétricos se levantaran con la estacion total, con detalle para las
diferentes escalas a dibujar. Los datos procesados con los diferentes
programas nos permitiran exportarlos a la hoja de calculo, esto es, los
datos de las coordenadas para su posterior cubicacion.

Por lo que respecta a las plataformas con trabajo de campo realizado con
nivel, utilizaremos un nivel automatico tipo WILD NAK-1, y otro digital
SOKKIA DS-50. Previo al trabajo de toma de datos, es preciso parcelar el
terreno, en base a una serie de malla rectangular de 10x10 metros, o
bien de otras medidas superiores, segun sea la zona en estudio, para
posteriormente nivelar cada sub-parcela en el punto central de cada
cuadricula. Ya en el gabinete, las coordenadas X-Y se calcularan en
funcion de la cuadricula, siendo la coordenada Z la cota de nivel que
obtengamos en campo.

Por ultimo, debemos tener un listado tridimensional de puntos para volcar
en la hoja de calculo, aplicar el procedimiento de nivelacion/explanacion
aqui desarrollado y obtener la nivelacion del terreno con el minimo
movimiento de tierras y ademas éste debe estar absolutamente
compensado. Llegados a este punto debemos realizar un comentario, y
no es otro que para exponer nuestros ejemplos de forma breve, una vez
realizado el MDT, calcularemos una malla de puntos cuadrangular (por
ejemplo de 10x10 metros u otros valores superiores, segun nos
convenga), con las coordenadas transformadas. Es decir, que si en el
taquimétrico hemos utilizado coordenadas UTM, las pasaremos a un
origen de valores coordenados relativo (0,0) y donde todos los puntos
estaran siempre preferentemente en el primer cuadrante del circulo de
las abscisas y ordenadas. Las cotas de nivel o elevaciones siempre
seran, salvo que también se quieran transformar, las mismas que las
obtenidas en el campo.

Una vez hayamos calculado y cubicado las explanaciones con nuestro
programa, se realizara una comprobacién, siguiendo en todo momento
las pautas y procedimientos normales de nuestros programas SDR Varin
o Cartomap, para demostrar la fiabilidad de nuestra propuesta en cada
uno de los ejemplos desarrollados, por comparacion de superficies y
volumenes.

7. PERFILES Y VOLUMETRIA

7.1. Aspectos generales



En todo proyecto de explanacion de terrenos se consultan planos de
perfiles longitudinales y transversales. Estos planos deben servir como
guia para establecer las cotas que definiran la alineacién y las alturas de
excavacion o de relleno. Una vez definido el trazado en planta de una
obra, es necesario conocer la conformacién del terreno circundante para
definir la posicion final de la rasante, asi como las caracteristicas de las
secciones transversales que resultaran al imponer la plataforma de
proyecto.

Los diversos tipos de perfiles que se levantan tienen por objeto
representar con fidelidad la forma y las dimensiones que el terreno
presenta segun los planos principales. Estos definen tridimensionalmente
la obra en proyecto, a una escala que permite cubicar sus diversos
componentes con suficiente comodidad.

Antes de comenzar cualquier operacion relacionada con un movimiento
de tierras se deberan estacar a distancias no superiores a 30 metros
entre si, el pie de los terraplenes y los bordes superiores de los cortes.
Las excavaciones deberan alcanzar con exactitud las trazas que
muestren los planos, debiéndose respetar estrictamente las alineaciones,
niveles, taludes y secciones transversales. Las excavaciones de cortes
incluyen en algunos casos, ademas, la demolicion de revestimientos
asfalticos existentes, de pavimentos de hormigdn, incluso bases y
subbases cuando corresponda.

7.2. Perfiles longitudinales

Una de las aplicaciones mas usuales e importantes de la nivelacion
geométrica, es la obtencion de perfiles del terreno a lo largo de una obra
de ingenieria o arquitectura, o en una direccién dada. Generalmente, la
seccion transversal de las parcelas a explanar tiene un eje de simetria, o
bien un eje de referencia que no varia de tipo a lo largo del trazado. A su
vez, se llama eje longitudinal del trazado a la linea formada por la
proyeccion horizontal de la sucesion de todos los ejes de simetria o
referencia de la seccién transversal, entendiendo que cualquier trazo de
la parcela es recto cuando su eje longitudinal también lo es. Ahora bien,
si consideramos el eje longitudinal de una parcela como una directriz y
ademas consideramos una recta vertical que se traslada apoyandose en
esa directriz, deduciremos que el perfil longitudinal es la interseccion del
terreno natural con un cilindro vertical que contenga al eje longitudinal de
la parcela en cuestion. O dicho de otro modo, se llama perfil longitudinal
del terreno a la interseccion de éste con una superficie de generatrices
verticales que contiene el eje del proyecto. Es, pues, la representacion
grafica del corte del terreno por el plano vertical determinado por la
planta. Su finalidad reside en relacionar altimétricamente el terreno
donde se ha replanteado la planta con la rasante proyectada.



Ademas del dibujo se suelen afadir unas acotaciones en las que se
anotan las distancias parciales y totales entre los puntos que determinan
el perfil longitudinal, las cotas rojas, etc.; a la representacion grafica de
ese conjunto de datos se le denomina popularmente “guitarra”, puesto
que recuerda el dibujo de las cuerdas paralelas de dicho popular
instrumento musical.

Generalmente el dibujo se realiza utilizando dos escalas: en abscisas se
ponen las distancias parciales y al origen y se mantiene la escala de la
planta; y en ordenadas se ponen las cotas o altitudes y se suele realzar
la escala de planta un cierto numero de veces, normalmente 10, a fin de
poder conseguir una buena representacion visual de la altimetria. Por
tanto, la escala vertical es 10 veces la escala horizontal con el fin de
mejorar visualmente la percepcion del relieve.

Podemos agregar que los calculos variarian un poco al leer los
complementarios aritméticos en los puntos intermedios y en la nivelada
de frente, pues bastaria sumar para obtener tanto el horizonte o altura
instrumental como las altitudes o cotas del terreno.

Cuando se toman muchos puntos intermedios es mejor observar los
puntos de paso y luego los intermedios; al terminar, se debe hacer una
lectura de comprobacion al ultimo punto de mira frontal. También es
conveniente, con el fin de comprobar dos estaciones consecutivas, el
determinar dos veces un mismo punto de comprobacion.

Estos calculos, en cuanto se refieren a los puntos de paso o de cambio
de estacion y a los de comprobacion, se hacen, de ordinario, en el
campo, segun el registro destinado al efecto, y después se calculan en
gabinete, primero, los horizontes sucesivos y las altitudes de los puntos
de paso; después se haran las sumas de comprobacién, para finalizar
con el calculo de la altitud o cota de todos los puntos intermedios. Para
los puntos de paso se aproxima el calculo al milimetro y para los
intermedios bastaria, en la practica, con aproximar al centimetro.

Un perfil longitudinal es, pues, un perfil topografico a lo largo del eje de la
planta y, por tanto, constituye la interseccion de la superficie topografica
con el plano vertical que contiene al eje de la planta.

El perfil longitudinal se utiliza para proyectar el alzado de la parcela a
explanar. Se puede obtener a partir de la cartografia base (que tendra
normalmente curvas de nivel), pero lo mas preciso es obtenerlo después
de realizar el replanteo. A la vez que se replantean los puntos
secuenciales se toman también sus cotas.



Las alineaciones rectas del alzado estaran definidas por dos puntos con
una distancia al origen y una cota. La inclinacion de estas rectas se
expresa en % y sefiala su pendiente longitudinal, siendo positiva cuando
la rasante aumenta de cota en el sentido de la marcha y negativa cuando
disminuye. Se suele utilizar el término rampa para las pendientes
positivas y el de pendiente para las negativas.

Una vez calculadas las altitudes o cotas taquimétricas de todos los
puntos, ordinariamente referidas a un nivel o plano de comparacion
convenientemente elegido, se toman aquellas en papel milimétrico o
papel especial para perfiles. Cuando hay que dibujar un perfil longitudinal
junto con otros transversales, se toma la misma escala para representar
las altitudes de ambos perfiles. En casi todos los paises avanzados del
orbe se han formado instrucciones oficiales sobre escalas, dibujos, etc.,
segun los distintos servicios afectados, a las cuales hay que atenerse en
el trazado de los perfiles.

7.3. Perfiles transversales

El perfil transversal tiene por objeto presentar, en un corte por un plano
transversal, la posicion que tendra la obra proyectada respecto del
proyecto, y a partir de esta informacién, determinar las distintas
cantidades de obra, ya sea en forma grafica o analitica. Para poder
determinar las aristas de explanacion de una obra y el movimiento de
tierras resultante de su ejecucidon, se habran de obtener perfiles del
terreno normales al eje de la planta del proyecto que deberan ser
trazados por cada uno de los puntos de la longitudinal de ese eje al cual
estan referidos.

Se obtienen los perfiles transversales en la direccibn normal o
perpendicular al eje del proyecto, tomando todos los datos necesarios a
cada lado del eje; su longitud sera variable, rebasando siempre con un
amplio margen de seguridad la anchura de la franja de terreno ocupada
por la obra. Esta anchura esta en funcién de la pendiente del terreno a
ambos lados del eje y del tipo de taludes que las caracteristicas del
terreno exijan. Por ejemplo, la anchura oscila de una longitud
practicamente nula en el caso de una zanja para una tuberia de
conduccion de agua, hasta los 200 metros 0 mas para una extensa
parcela de cultivo.

Asi pues, son perfiles topograficos en direcciones perpendiculares al eje
de la planta de la parcela por los puntos secuenciales. Se utilizan
basicamente para calcular los movimientos de tierras y los bordes de la
explanacion. El perfil transversal se representa en unos ejes cartesianos
rectangulares: en el eje OX, se toman las distancias reducidas al punto
secuencial, que son desarrollos desde el origen, y en el eje OY las cotas.



Se utilizan escalas iguales para los dos ejes porque la finalidad de estos
perfiles, generalmente, y aun mas cuando se trata de cubicar el
movimiento de tierras correspondiente, es medir sobre ellos superficies
para luego calcular volumenes (antiguamente, ello se llevaba a efecto
mediante la doble superficiacion geométrica y posterior comprobacion
mecanica con el planimetro polar ordinario o digital; hoy en dia, el
software existente de disefio asistido por ordenador, CAD, ya ofrece este
dato con toda comodidad y precisién).

Los perfiles transversales se pueden obtener de forma aproximada a
partir de la cartografia base existente. Pero lo mas preciso es obtenerlos
en campo una vez replanteado el eje. Actualmente, esto se lleva a cabo
del siguiente modo:

- “levantando” los puntos destacados de la direccién transversal donde
hay cambios de pendiente y detalles planimétricos importantes, como
pueden ser muros o vallas de fincas. El levantamiento se haria con
estacion total.

- utilizando un nivel (para determinar los desniveles existentes entre los
puntos destacados de la direccidn transversal y del eje) y cinta métrica
(para medir las distancias reducidas entre los puntos y el eje).

Hay que considerar a los perfiles transversales como que son la
interseccion del terreno con un plano vertical normal al eje longitudinal
del terreno; o sea, que los perfiles transversales son necesariamente
perpendiculares al perfil longitudinal. Por lo general, estos perfiles
transversales se toman frente a cada una de las estacas que indican el
trazado y se levantan a escala mayor que los longitudinales, ya que el
objetivo principal de estos perfiles es obtener -frente a cada estaca- la
forma mas exacta posible de la seccion transversal de la parcela cuya
explanacién se pretende. Los perfiles se sefialan primero con jalones y
después con miras o cinta métrica, y con un nivel se lleva a cabo su
levantamiento.

Cuando los perfiles transversales son muy uniformes se deben levantar
de igual manera que los perfiles longitudinales, anotandose las altitudes y
distancias leidas en un registro similar al empleado anteriormente para
los perfiles longitudinales. Todas las lecturas deben, por lo general,
aproximarse al centimetro. Pero cuando los perfiles transversales de la
parcela a explanar sean muy irregulares se dibujaran todos los detalles
en un croquis, sobre el cual se anotaran todas las medidas y lecturas
hechas durante el levantamiento.

El perfil transversal se dibuja de modo que la izquierda y la derecha sean
las del perfil longitudinal, suponiendo que se recorre éste en el sentido de
su numeracién ascendente. También se pueden numerar los puntos de



los perfiles transversales, y en el croquis se anotan solamente estos
puntos y las medidas planimétricas (distancias horizontales), anotando
las lecturas de nivelacion en el registro de campo, que es idéntico al de
los perfiles longitudinales.

Es mejor aproximar las alturas al milimetro, mientras que para las
distancias horizontales basta en general con el centimetro. El nivel se
coloca en un punto previamente determinado del perfil longitudinal y se
asegura la observacion leyendo la altura de un punto de comprobacién
bien elegido o bien la de otro punto del mismo perfil longitudinal; también
puede estacionarse el nivel en un punto cualquiera de un itinerario de
nivelacién que pase cerca del perfil que se trata de levantar.

Cuando la obra estudiada es una superficie poligonal en configuracion
plantar, como sucedera en el caso general de la explanacion de las
parcelas urbanas, industriales o agricolas, el proyecto se estudia por
medio de diferentes perfiles longitudinales, a los cuales se trazan
transversales perpendiculares o normales convenientemente distribuidas
a fin de cubrir toda la zona de accion de la obra. La escala horizontal a la
que suelen dibujarse los perfiles transversales es la misma que la escala
vertical, y normalmente se tiene el convenio de hacer coincidir la escala
vertical del perfil longitudinal con la escala de los perfiles transversales.
Escalas comunmente empleadas en los perfiles transversales son: 1/500,
1/200, 1/100 e incluso 1/50.

7.4. Perfiles especiales

Para resolver algunos aspectos concretos de un estudio del terreno a
explanar, edificaciones u obras de arte por ejemplo, puede ser necesario
tomar perfiles especiales en el mismo. Los mas corrientes son los
elaborados segun ejes que corten el eje longitudinal bajo un cierto angulo
no necesariamente recto; en otros casos, pueden ser perfiles de estudios
especiales o complementarios en lugares que se ven comprometidos por
la obra.

Los perfiles especiales que corten al eje longitudinal se pueden definir
por el kilometraje de la interseccidon mas el angulo de corte; a otros se les
definira por numeros o letras y se les ubicara en la planta de la parcela
en estudio.

7.5. Calculo de volumenes del movimiento de tierras

7.5.1. Introduccion

La cubicaciéon comprende aquellos calculos necesarios para conocer el
volumen a efectuar en los movimientos de tierras necesarios para



efectuar la explanacién de un terreno. Generalmente, las cubicaciones se
expresan en metros cubicos.

Como se sabe, los movimientos de tierras resultantes al realizar una
excavacion se denominan “desmontes” y a las tierras que se echan en el
terreno se les llama “terraplenes” o “pedraplenes”.

Los tres métodos diferentes utilizados normalmente para cubicar las
tierras en un presupuesto de explanacion/nivelacion de terrenos se
describen en los epigrafes siguientes.

7.5.2. Cubicacion por perfiles transversales

Una vez calculadas las curvas verticales, ya estamos en condiciones de
calcular los volumenes de material a remover y su desplazamiento o
transporte. Todo ello si contamos con el perfil longitudinal y contamos
también con las secciones transversales correspondientes a todos y cada
uno de los cadenamientos. Si enlistamos convenientemente los
volumenes correspondientes a cada seccion transversal, tanto de corte
como de terraplén, y en una tercera columna indicamos los valores
acumulados, podremos graficar una cierta curva de volumenes contra
cadenamientos, a la que se le denomina curva de masa o area de corte
transversal, para realizar el calculo volumétrico de la seccion transversal
correspondiente. Hoy en dia existen en el mercado programas
informaticos de célculo de gran eficacia y rigurosa exactitud para la
realizacion automatica e iterativa de este tipo de operaciones.

Se parte del perfil longitudinal en el cual se aprecia la cota roja (cota de
la rasante menos cota del terreno natural) y posteriormente se proyecta
la caja del perfil transversal (carriles, arcenes y taludes). EI movimiento
de tierra resultante se calcula a partir de los perfiles transversales,
cajeando la seccidn tipo y teniendo en cuenta las siguientes formulas:

a) Volumen de tierras existente entre dos perfiles de desmonte:
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b) Volumen de tierras existente entre un perfil de desmonte y uno
de terraplén:

Vd

c) Volumen de tierras existente entre dos perfiles de terraplén:
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En las formulas anteriores, D y T son las superficies que se obtienen en
los perfiles tras cajear la seccion tipo, y d expresa la distancia reducida
existente entre dos perfiles consecutivos. El cajeo de la seccién tipo
sirve, ademas de para calcular volumenes, para determinar las cabezas
de desmonte y los pies de terraplén. Esos son los primeros puntos que
se replantean, y desde ellos las maquinas van formando los planos de
desmonte o de terraplén con la pendiente que tengan en la seccién tipo
del proyecto. Las estacas del eje desapareceran y se replantearan de
nuevo cuando quede poca diferencia de cota respecto a la rasante
proyectada.

Este método se utiliza especialmente cuando la obra tiene gran
desarrollo longitudinal, siendo el ancho de dimension muy inferior con
respecto a la longitud, como es el caso de las parcelas alargadas para la
construccion de vias de comunicacion, lineas de ferrocarril, etc.

Veamos, en fin, que si aplicamos perfiles sin tener en cuenta la linea de
paso, el método del area media resulta ser mas exacto que el de los
prismatoides, en la cubicacion de tierras por perfiles transversales en
explanaciones a realizar a media ladera. Si las explanaciones son puras,
en desmonte o terraplén, no hay diferencias apreciables o significativas
entre ambos métodos de calculo.

Asi mismo, deben tenerse bien en cuenta las siguientes consideraciones
en la operatoria a seguir:

- En explanaciones a realizar a media ladera cometeremos mayor error
en la cubicacion de tierras que en explanaciones de desmonte o
terraplén puras, a no ser que intensifiquemos el numero de perfiles en la
zona proxima a la linea de paso o bien que hagamos coincidir un perfil
con esta misma linea de paso.

- Existe una relacién potencial clara entre la distancia entre los perfiles y
el error cometido en la cubicacion de tierras por el método de los perfiles
transversales. Por otro lado, la variable “morfologia del terreno” también
tiene un peso importante en el error cometido en el calculo de
volumenes. Estos errores aumentan Iégicamente a medida que lo hace
correlativamente la rugosidad del terreno.

- Se puede realizar una modelizacion del error cometido en la cubicacion
de tierras por perfiles transversales en funcién de la morfologia del
terreno en estudio (DEVUN) y la distancia existente entre los perfiles en
explanaciones de desmonte o terraplén.



- Cuando se trate de un proyecto de vial (carretera o via férrea), se
puede considerar el bloque de tierra que hay que remover como un
prisma muy alargado, o bien como una sucesion de pequefios prismas.
El volumen correspondiente se obtiene multiplicando la superficie de la
seccion normal al eje por la longitud del susodicho prisma. Conviene
calcular la inclinacion sobre el horizonte de las lineas de paso del
desmonte al terraplén, asi como también el volumen engendrado
exactamente por las superficies de revolucion en las distintas curvas.

Los calculos resultantes pueden anotarse en un estadillo u hojas de
medicidn parecidas a los siguientes modelos:
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Fig. 2. Hoja-tipo de medicién de obras de tierra Il.
7.5.3. Cubicacién por curvas de nivel

Este método de cubicacion por secciones horizontales debe usarse
cuando el desmonte o el terraplén a realizar tienen forma de monticulo o
de cubeta.

Cuando se dispone de un plano topografico suficientemente preciso con
curvas de nivel de la parcela en estudio y se quiere calcular el volumen
de movimiento de tierras a efectuar para la explanacién de la misma, se
puede emplear este sistema a nivel de anteproyecto o estudio previo. Se
obtendran unos valores sélo aproximados dependiendo de la bondad del
plano y de la equidistancia de las curvas de nivel.

La formula empleada es la siguiente:
Volumen =[(S + S")-h] / 2,

donde S y S° son las superficies delimitadas por curvas de nivel
contiguas y h es la equidistancia existente entre las mismas.

Este método resulta poco exacto y se debe emplear solo cuando se
quieren calcular -de forma aproximada y rapida- grandes volumenes. En
desmontes, los valores obtenidos son menores que en la realidad, puesto
que entre las curvas de nivel se considera el terreno natural con
pendiente uniforme, cuando en realidad no tiene por que ser asi.

7.5.4. Cubicacion por cuadricula o malla

Se utiliza este método cuando el terreno es de forma poligonal, tiene
dimensiones comparables en longitud y anchura, ademas de presentar
accidentes poco importantes y que se hallan regularmente repartidos.

En la zona donde se va a realizar la cubicacidon se replantea, previo al
calculo correspondiente, una cuadricula o parrilla, materializandola
mediante clavos, varillas metalicas o estacas de madera; cada punto
replanteado tendra una nomenclatura determinada: un numero la abscisa
y una letra la ordenada. También pueden emplearse numeros solamente.

La distancia existente entre los puntos replanteados sera constante
y si se trata de una malla cuadrada, obviamente la distancia es la
misma en abscisas y ordenadas. Por lo tanto, se conoce la cota de
cada punto de la malla replanteada y se sabe también la cota de la



rasante junto con la pendiente de los taludes. Se puede entonces
aplicar la férmula de la altura media a cada uno de los troncos de
prisma de base rectangular, del siguiente modo:

Volumen = S-Hm, donde: Hm = (hy + h, + hy + hy) / 4

8. CLASIFICACION DE LOS TERRENOS

De acuerdo a la mecanica de suelos, se han establecido sistemas de
clasificaciones de los suelos, como por ejemplo el AASHTO. En estos
sistemas de clasificacion se consideran, en general, suelos de tipo
granulares (gravas y arenas) y limosos-arcillosos, dentro de los cuales
existen subdivisiones que estan relacionadas con el tamafo de las
particulas del suelo, el limite liquido, indice de plasticidad e indice de
grupo. Desde el punto de vista edafolégico, dichas clasificaciones
determinan la textura de los horizontes del suelo cultivable.

Esta clasificacion reviste singular importancia en el movimiento de tierra
preciso para llevar a cabo la explanacion de un terreno, ya que una vez
efectuada, la capa superior del suelo ya rectificada de acuerdo al nivel de
proyecto de la subrasante, debe tener una capacidad resistente minima
aceptable (requerimiento geotécnico) para soportar las cargas
transmitidas desde la superficie del solar o parcela, o bien para cumplir
ciertos requerimientos texturales o granulomeétricos desde el punto de
vista edafologico si se trata de un campo de cultivo.

Considerando la clasificacion AASHTO se acepta que cumplen esta
condicion los suelos clasificados como A-1, A-2, A-3, y ademas los que
explicitamente recomiende el laboratorio oficial correspondiente.

En general se clasifican los suelos segun propiedades mecanicas
similares. El vigente Cddigo Técnico de la Edificacion (REAL DECRETO
314/2006, de 17 de marzo, por el que se aprueba el Cédigo Técnico de la
Edificacion. BOE n°. 74 de 28/3/2006 (pags. 11.816—11.831) define como
suelo la parte de la corteza terrestre formada por materiales que pueden
ser disgregados en particulas individuales por la accién del agua®.

¥ El Cédigo Técnico de la Edificacién (CTE) es el marco normativo espaiiol que establece las exigencias
basicas de los edificios que cumplen los requisitos basicos definidos por la Ley de Ordenacion de la
Edificacion (LOE). El Ministerio de Vivienda, a través de la Direccion General de Arquitectura y Politica
de Vivienda, fue el organismo encargado en su dia por el Gobierno de Espaifia para la elaboracion del
CTE. Para ello cont6 con la colaboracion del Instituto de Ciencias de la Construccion Eduardo Torroja
perteneciente al Consejo Superior de Investigaciones Cientificas (CSIC). Ademas, la Comision Técnica
para la Calidad de la Edificacion (CTCE) colabord en la elaboracion del CTE vy sirvié de cauce para la
participacion de las diversas Comunidades Auténomas en el proceso. También se tuvo la participacion de
centros de investigacion y universitarios y la colaboracion desinteresada de expertos independientes. La
estructura utilizada es una simplificacion del esquema nérdico de Cinco Niveles. Se compone de



Segun la legislacion espafiola, se realiza la clasificacion de los terrenos
de cimentacion en consideracidn a su comportamiento frente a las cargas
de cimentacién, y a los efectos de determinar las presiones admisibles
que pueden soportar. En cualquier caso, por su interés también a los
efectos del presente libro, haremos una descripcion sucinta de la misma.
De este modo, se clasifican los terrenos naturales en: rocas, terrenos sin
cohesion, terrenos coherentes y terrenos deficientes. La mayor parte de
los suelos naturales estan compuestos por una mezcla de dos o mas de
estos elementos, aunque también puede encontrarse en su composicion
un porcentaje variable de materia organica o restos vegetales
(descompuesta o en proceso de descomposicion). Respectivamente:

1. Rocas. Se clasificara como "roca" el material constitutivo de aquellas
excavaciones que deban efectuarse en formaciones geoldgicas
firmemente cementadas, mediante el uso imprescindible, sistematico y
permanente de explosivos legalmente autorizados; los materiales que no
cumplan con esta condicion, se clasificaran como terreno de cualquier
naturaleza. Las rocas son, pues, formaciones geoldgicas soélidas, con
notable resistencia a la compresidn. Se agrupan en:

« A. Rocas isotropas. Sin visible estratificacién: granitos, dioritas, etc.

« B. Rocas estratificadas. Con visible estratificacion laminar:
pizarras, esquistos, etc.

Los terrenos formados mayoritariamente por estratos rocosos son
muy resistentes a la compresion, como ya se ha dicho, y en caso
de no presentar la roca en cuestion fisuras o estratificacion,
resultan ser, sin duda alguna, los mas adecuados para soportar las
cimentaciones de cualquier tipo. En el estudio de los materiales
rocosos se debe distinguir claramente entre el comportamiento de
las propiedades geomecanicas de la roca matriz, que se obtienen
por medio de los pertinentes ensayos, y el del medio rocoso, que
suelen incluir significativas discontinuidades en su estructura.

Objetivos, Exigencias, Métodos de verificacion y Soluciones aceptadas. Las Normas Basicas de la
Edificacion (NBE) desaparecen como tales y su contenido, convenientemente actualizado y estructurado
de acuerdo con este nuevo enfoque, queda recogido en el CTE. Las Instrucciones de hormigén armado y

en masa EHE y EF, de caracter basico, coexistiran con el CTE y en principio tendran su tratamiento
especial. Otras normativas reglamentarias que afectan a las instalaciones que se incorporan en los

edificios (RIPCI, REBT, RITE, RIGLO, etc.), que dependen de otros departamentos ministeriales, seran

también referencias externas al CTE. Los Eurocédigos fueron considerados como documentos de
referencia basicos en la elaboracion del CTE y su utilizacion como métodos de verificacion sera

considerada en cada caso. De cualquier modo el CTE, como marco técnico de cardcter basico, podra
completarse con las exigencias dimanantes de otras normativas dictadas por las Administraciones

competentes.



2. Terrenos sin cohesién. Son terrenos formados fundamentalmente
por aridos de grano grueso: grava, arena y limo inorganico, pudiendo
contener arcillas en cantidad moderada. Predomina en ellos Ia
resistencia debida al rozamiento interno. La distribucion granulométrica
de los suelos de grano grueso se determina mediante tamizado. Se
clasifican en:

« A. Terrenos de graveras. Si predominan las gravas y gravillas,
conteniendo al menos un 30% de estos aridos.

« B. Terrenos arenosos gruesos. Si predominan las arenas gruesas
y medias, conteniendo menos del 30% de gravas y gravillas y
menos del 50% de arenas finas y limo inorganico.

« C. Terrenos arenosos finos. Si predominan las arenas finas,
conteniendo menos del 30% de grava y gravilla y mas del 50% de
arenas finas y limo inorganico.

A estos efectos, se denominaran los aridos, segun el tamafio de sus
granos, como sigue:

« Gravas y gravillas: mayor de 2’00 mm.

« Arenas gruesas y medias: entre 2’00 y 0,20 mm.
« Arenas finas: entre 0,20 y 0,06 mm.

« Limos inorganicos: menor de 0,06 mm.

3. Terrenos coherentes. Son terrenos de grano fino formados
fundamentalmente por arcillas, que pueden contener aridos en cantidad
moderada. Al secarse forman terrones que no pueden pulverizarse con
los dedos. Predomina en ellos la resistencia debida a la cohesion. La
distribucién granulométrica de los suelos de grano fino se determina por
lo general, por sedimentacion. Segun su consistencia y su resistencia a
la compresion en estado natural no alterado, se clasifican en:

« A. Terrenos arcillosos duros. Los terrones con su humedad natural
se rompen dificilmente con la mano. Tonalidad, en general, clara.
Resistencia a la compresion superior a 4’0 kp/cm?2 (> 0’4 N/mm?).

« B. Terrenos arcillosos semiduros. Los terrones con su humedad
natural se amasan dificilmente con la mano. Tonalidad, en general,
oscura. Resistencia a la compresion comprendida entre 2’0 y 4’0
kp/cm? (0°2-0’4 N/mm?).



o« C. Terrenos arcillosos blandos. Los terrones con su humedad
natural se amasan dificilmente, permitiendo obtener entre las
manos cilindros o “fideos” de 3 mm. de diametro. Tonalidad, en
general, oscura. Resistencia a la compresién comprendida entre
1’0 y 2°0 kp/cm? (0°1-0"2 N/mm?).

« D. Terrenos arcillosos fluidos. Los terrones con su humedad
natural, presionados en la mano cerrada, fluyen entre los dedos.
Tonalidad, en general, oscura. Resistencia a la compresién inferior
a 1’0 kp/cm? (< 0’1 N/mm?).

4. Terrenos deficientes. Son terrenos en general no aptos para la
cimentacion de construcciones aunque si pueden serlo perfectamente
para otros usos: agricolas, forestales, espacios verdes, etc. Entre ellos se
encuentran los siguientes:

« A. Fangos inorganicos. Limos inorganicos y arcillas con gran
cantidad de agua, que no permite la formacién de cilindros que
resistan su propio peso.

« B. Terrenos orgéanicos. Los que contienen una proporcién notable
de materia organica o humus. Se les denomina comunmente como
“tierra vegetal”.

o« C. Terreno de relleno o echadizos. De naturaleza artificial, como
los vertederos sin consolidar.

9. ALGUNAS ESPECIFICACIONES DE INTERES
9.1. Respecto de los desmontes o excavaciones

Para los efectos de determinar el costo de ejecucidon material de una
excavacion se establece una clasificacién, basada en la mayor o menor
dureza del terreno, y que debe ser usada para la cubicacion de los
movimientos de tierra, pues de esta clasificacion dependeran los medios
materiales necesarios para realizar la excavacion, que varian con la
naturaleza del terreno. Desde este punto de vista, las excavaciones se
pueden clasificar en:

A) Excavacioén en terreno blando. Puede ser ejecutada valiéndose exclusivamente
de la pala. El material del suelo puede ser de tipo arenoso, arcilloso o limoso, o bien
resultar una mezcla de estos materiales; también puede contener materiales de origen
organico.



B) Excavacion en terreno semiduro. Puede ser ejecutada valiéndose
exclusivamente de picota. El material puede ser, en tal caso, una mezcla de grava,
arena y arcilla, moderadamente consolidada, o bien una arcilla fuertemente
consolidada.

C) Excavacion en terreno duro. Puede ser ejecutada valiéndose exclusivamente de
la chuzo. El material puede ser una mezcla de grava, arena y arcilla, fuertemente
consolidada.

D) Excavacion en terreno muy duro. Puede ser ejecutada valiéndose
necesariamente del uso de maquinaria especializada. El tipo de material puede ser
una roca semi-descompuesta.

E) Excavacidén en roca. Es la que precisa para su ejecucion del uso de explosivos
autorizados. El material puede estar constituido por un manto de roca, o bien por
piedras de gran tamano, que no pueden ser removidas mediante el simple uso de
maquinaria.

9.2. Respecto de los terraplenes o rellenos

El material que se emplee en los rellenos debe ser el apropiado, segun la
clasificacion de suelo y los ensayos de laboratorio. Material que debera
ser verificado preferentemente por el propio laboratorio, o bien en base a
los métodos practicos de reconocimiento de suelos. El relleno debe
ejecutarse por capas horizontales o tongadas de espesor suelto no
mayor de 25 cm. al objeto de que adquieran la necesaria compacidad, en
todo el ancho de la parcela y en longitudes adecuadas, de acuerdo al
meétodo empleado en la distribucion, mezcla y compactacion. En caso de
ser transportado y vaciado el material mediante camiones, moto traillas u
otro equipo de volteo cualquiera, la distribucion debe ser efectuada
mediante bulldozer, motoniveladoras u otro equipo adecuado. Si el
material no fuese uniforme, se debe proceder ademas a mezclarlo hasta
obtener la debida uniformidad. Al mismo tiempo, debera controlarse el
tamano maximo de los elementos que integren dicho material, eliminando
todo aquel que supere este tamafno. Para la ejecucion de las obras de
terraplenado en carreteras y puentes, deben considerarse los distintos
tipos de material de relleno segun sus caracteristicas y cumpliendo las
condiciones basicas de: a. Estabilidad. b. Deformaciones tolerables a
corto y largo plazo. c. Puesta en obra en condiciones aceptables.

El Proyecto o Director facultativo de obra debe especificar el tipo de
material a emplear de acuerdo a la siguiente clasificacion:

Suelos Seleccionados
Suelos Adecuados
Suelos Tolerables
Suelos Marginales
Suelos Inadecuados

Se distinguen en el terraplén cuatro zonas bien diferenciadas, a saber:



e Coronacion: es la parte superior del relleno tipo terraplén, sobre la que se
apoya el firme, con espesor minimo de 2 tongadas y siempre mayor de 50 cm.

¢ Nucleo: es la parte del relleno tipo terraplén comprendida entre el cimiento y la
coronacion.

e Espaldén: es la parte exterior del relleno tipo terraplén que, ocasionalmente
formara parte de los taludes del mismo. No se consideran parte del espaldon
los revestimientos sin funcién estructural en el relleno entre los que se
consideran plantaciones, cubiertas de tierra vegetal o protecciones antierosion.

o Cimiento: es la parte inferior del terraplén en contacto con la superficie de
apoyo. Su espesor sera como minimo de 1 metro.

Fig. 3. Relleno efectuado con moto-trailla.

O T~

~ CAPITULO 2
EXPLANACION Y NIVELACION DEL TERRENO

1. CONCEPTO

Las nivelaciones consisten en la operacion de determinar una cota
taquimétrica del terreno u obra, conociendo previamente una cota inicial
o de salida. Dichas nivelaciones reflejaran el desnivel que existe entre los
diferentes puntos de la parcela o solar estudiado. Las nivelaciones
serviran para resolver las incognitas de diferencias altimétricas, para



definir cotas de obra de plataformas, pendientes de evacuacién de aguas
en vias publicas, desniveles de tuberias, nivelacion de explanaciones
tales como autovias, campos de futbol, campos de cultivo, diques,
jardines, escolleras, pistas aeroportuarias, soleras, etc. Podriamos
entender la explanacion como la operacion de movimiento de tierras
a efectuar con el objetivo de convertir la superficie de un terreno
natural en un plano horizontal o inclinado.

En general, estos trabajos consisten en la ejecucion de todas las obras
de tierra necesarias para la correcta nivelacion de las areas destinadas a
la construccidon, la excavacion de préstamos cuando estos sean
necesarios, la evacuacion de materiales inadecuados que se encuentran
en las areas sobre las cuales se va a construir, la disposicion final de los
materiales excavados y la conformacion y compactacién de las areas
donde se realizara la obra. Dichos trabajos se ejecutaran de conformidad
con los detalles mostrados en los planos o por el Director de Obra,
utilizando siempre el equipo mas apropiado para ello.

La nivelacién ha contribuido en forma muy importante al desarrollo de la
civilizacién, ya que las construcciones de caminos, conductos de agua o
canales y las grandes obras de arquitectura e ingenieria, entre otras,
tanto de la era moderna como de la antiguedad, son una prueba palpable
de este sorprendente descubrimiento. No se sabe con exactitud el origen
de esta rama de la topografia, pero se piensa que desde que el hombre
quiso ponerse a cubierto, tanto del clima como de las bestias salvajes, se
tuvo una idea mas o menos precisa de la nivelacion; desde apilar
materiales y dar cierta estabilidad a éstos, como el hecho de cursar las
aguas para los cultivos, pensando incluso ya en las pendientes. Todo ello
condujo a la fabricacion de ingeniosos instrumentos, desarrollandose
paralelamente las técnicas y estudios pertinentes, lo que originé la
aparicion de nuevas teorias basadas en el desarrollo tecnologico y
cientifico, dando lugar, en fin, a las denominaciones que utilizamos
cotidianamente en la actualidad. Son muestras de belleza dignas de
admiracion lo logrado en las piramides de Egipto, los caminos y canales
hechos por los antiguos griegos y romanos, el canal de Suez o el de
Panama, la Gran Muralla china, los tuneles del Mont-Cenis en Panama o
bajo el canal de la Mancha, y tantas otras obras que sin las técnicas
propias de la nivelacion, jamas estarian de pie para poderlas admirar en
estos anos.

La utilidad de la nivelacion del terreno resulta innegable. Su fin principal
es el calculo de las pendientes y de los desmontes o terraplenes que hay
que realizar en la ejecucidén de los distintos trabajos. Las instrucciones
oficiales obligan a los constructores a tomar, como plano horizontal de
referencia, el nivel medio del mar; este nivel se considera como de cota
cero. Por consiguiente, el punto de partida de toda nivelacion, ha de



referirse al nivel del mar. Para ello debe buscarse, en las inmediaciones
del lugar que se trata de nivelar, un punto cuya altura sobre el nivel del
mar sea conocida. En todos los paises occidentales, al realizar la
nivelacién general por el cuerpo de Topdgrafos e Ingenieros geografos,
se dejan sefalados puntos de cota conocida, que sirven de referencia en
las operaciones ulteriores. En Espafia, tradicionalmente, estos puntos los
fijaba el Instituto Geografico Nacional, sefialandolos con un disco de
metal que lleva las letras N.P. (nivelacion de precisién) y el numero de
orden de la cota correspondiente. Esta placa o redondel de metal, se
coloca generalmente al pie de algun edificio o muro, y en éste se instala,
a poca altura del suelo, una placa mucho mayor en la que consta la
altura en metros y milimetros que corresponde al punto senalado.
Ordinariamente, hay un punto de cota determinada en casi todas las
estaciones de ferrocarril de nuestro pais.

Una vez conocida la altura del punto de referencia, se le toma como
origen para determinar la cota de todos los puntos cuya altura sobre el
nivel del mar se quiere conocer. Basta, para esto, con hallar la diferencia
entre las alturas de estos puntos y la del punto de referencia, y sumarla o
restarla de la de éste, segun esté situado mas bajo o mas alto que los
demas.

La Altimetria es la parte de la topografia que tiene por objeto el estudio
de los métodos y procedimientos que sirven para la representacion del
relieve del terreno mediante el levantamiento de los perfiles
longitudinales y transversales del mismo. La exactitud de estas
mediciones depende del objetivo que se persigue y también de los
medios disponibles (instrumentos topograficos e informaticos). Los
instrumentos topograficos empleados en la practica de la nivelacion son,
basicamente, los siguientes:

- Niveles para dirigir visuales
- Miras para medir distancias
- Estaciones totales
- Instrumentos GPS

Los niveles pueden ser de precision y de mano. Aunque el teodolito y el
barometro no son aparatos propiamente disefiados para la practica de la
nivelacion, también se emplean para calcular las diferencias de nivel
existentes entre los puntos del terreno. En cualquier caso, para
determinar las alturas de puntos sobre la superficie terrestre es necesario
utilizar algun punto o superficie como referencia o datum.



2. ALGUNAS DEFINICIONES O CONCEPTOS DE INTERES EN LA
NIVELACION DE TERRENOS

Veamos las mas relevantes (algunas de ellas ya han sido definidas en el
capitulo anterior).

Topoégrafo: El topdgrafo es el profesional especialista que describe o
hace mapas de la topografia de un lugar o region; son los encargados de
plasmar, en un plano topografico, la realidad vista en el ambito rural o
natural de la superficie terrestre y en el campo urbano la descripcidén de
los hechos o elementos existentes, como muros, edificios, calles y
puentes, entre otros. El topografo no se limita a realizar levantamientos
topograficos sino que posee el conocimiento suficiente para editar y
redactar mapas cartograficos. Las principales facultades de un topdgrafo
son las siguientes:

e Calcular las superficies y volumenes.

e Representar las medidas tomadas en el campo mediante
levantamientos topograficos y perfiles necesarios para elaborar un
plano.

e En un mapa topografico con curvas de nivel determinar la
elevacion y la pendiente asi como estimar los volumenes de corte
(desmonte) y relleno de material (terraplén o pedraplén) requerido
en la ejecucion de una obra publica o privada.

La tarea del topografo resulta previa al inicio de un proyecto técnico: un
arquitecto o ingeniero proyectista debe contar con un buen levantamiento
plani-altimétrico o tridimensional previo del terreno y de "hechos
existentes" (elementos inmoviles vy fijos al suelo), ya sea que la obra se
construya en el ambito rural o urbano. Una vez realizado el proyecto con
base en este relevamiento, el topdgrafo se encarga del "replanteo” del
mismo: ubica los limites de la obra, los ejes desde los cuales se miden
los elementos (columnas, tabiques...); establece los niveles o la altura de
referencia. Luego la obra avanza y en cualquier momento, el arquitecto o
ingeniero director de obra puede solicitar un "estado de la obra" (un
relevamiento in situ para verificar si se esta construyendo dentro de la
precisidn establecida por los pliegos de condiciones) al topdgrafo. La
precisidon de una obra varia para cada caso: no es lo mismo efectuar el
replanteo de la cimentacion de una central nuclear que la ubicacion del
eje hidraulico de un canal de riego o de desague, o bien de un camino
rural de uso publico.

Rasante: Con sendas acepciones: 1. Consideracién de una linea, de una
calle, camino o terreno, con respecto a su inclinacion con la horizontal. 2.
Linea que marca el encuentro del terreno con el paramento vertical de un
edificio.



Planta: es la representacién del proyecto de explanacion en un plano
horizontal de referencia. Los puntos estan definidos por sus tres
coordenadas (X, Y, Z) en un sistema de coordenadas general (UTM) o
bien local (relativo).

Traza: es la interseccion del terreno con los planos verticales que
contienen a la planta del proyecto.

Cota roja de un punto: es la diferencia existente entre la cota que tiene
ese punto en la rasante definitiva y la que tiene en la traza. Es decir, es la
cota en el proyecto menos la cota en el terreno natural. Desde luego, es
el dato preciso para llevar a cabo el replanteo altimétrico. La cota roja
puede ser:

e Positiva: proyecto a mayor cota que el terreno (exige terraplén o
relleno de tierras).

¢ Negativa: proyecto a menor cota que el terreno (supone corte o
desmonte de tierras).

Esquematicamente, veamos que los pasos o fases que se siguen para
calcular las cotas rojas de los puntos del proyecto son los siguientes:

e Realizar el proyecto sobre la cartografia base: se proyecta la
planta del proyecto.

e Replantear la planta: se obtiene la traza a lo largo del eje del
proyecto, el perfil longitudinal del terreno.

e Sobre la traza se proyecta la altimetria de la obra, la rasante.
Comparando las cotas de la rasante y las de la traza, se calculan
las cotas rojas de los puntos secuenciales.

e Se realiza, en fin, el replanteo altimétrico.

Estaca o piquete de rasante: Estaca que marca el nivel especifico y
determina la cantidad de relleno requerido para nivelar el terreno.

Relleno controlado: Relleno colocado en capas sucesivas, compactado
y controlado para asegurar que se corresponde con las normas de
compactacion especificas y para conocer el contenido de humedad de
cada una de las capas, asi como su espesor y capacidad portante.

Perfil o rasante del terreno natural: Perfil y elevacién natural de la
superficie del terreno.

Movimientos de tierra: Las cotas de proyecto de rasante y subrasante
de las obras de pavimentacion o de explanacién de una parcela de
cultivo o de un terreno industrial o deportivo establecen la necesidad de
modificar el perfil natural del suelo, siendo necesario, en algunos casos,
rebajar dichas cotas y en otros casos elevarlas. En el primer caso



corresponde ejecutar un trabajo de "corte o excavacion", y en el
segundo, un trabajo de "relleno o de terraplén”.

Alineaciones, niveles y perfiles: En todo proyecto de pavimentacion se
consultan planos de perfiles longitudinales y transversales, relacionados
con la linea de la calzada. Estos planos deben servir como guia para
establecer las cotas que definiran la alineacion y las alturas de
excavacion o de relleno. Una vez definido el trazado en planta de una
obra vial, v. gr., es necesario conocer la conformacién del terreno
circundante para definir la posicion final de la rasante y las caracteristicas
de las secciones transversales que resultaran al imponer la plataforma de
proyecto. Los diversos tipos de perfiles que se levantan, tienen por objeto
representar con fidelidad la forma y las dimensiones que el terreno
presenta segun los planos principales. Estos definen tridimensionalmente
la obra en proyecto, a una escala adecuada que permita cubicar sus
diversos componentes.

Perfiles longitudinales del terreno: Se llama perfil longitudinal del
terreno a la interseccién de éste con una superficie de generatrices
verticales que contiene el eje del proyecto.

Perfiles transversales del terreno: Se define como perfil transversal de
una parcela a la interseccién de la misma con un plano vertical que es
normal, en el punto de interés, a la superficie vertical que contiene el eje
del proyecto. El perfil transversal tiene por objeto presentar, en un corte
por un plano transversal, la posicion que tendra la obra proyectada
respecto del proyecto y, a partir de esta informacion, determinar las
distintas cantidades de obra a remover, ya sea en forma grafica o
analitica.

Perfiles especiales del terreno: Para resolver algunos aspectos de un
estudio de un camino, emplazamiento de obras de arte por ejemplo,
puede ser necesario tomar perfiles especiales. Los mas corrientes se
llevan a cabo segun ejes que corten el eje longitudinal bajo un cierto
angulo; en otros casos pueden ser perfiles de estudios especiales o
complementarios en lugares que se ven comprometidos por la obra. Los
perfiles especiales que corten al eje longitudinal se pueden definir por el
kilometraje de la interseccion mas el angulo de corte; a otros se les
definira por niumeros o bien por letras y se les ubicara en la planta.

Especificaciones: Antes de comenzar cualquier operacion relacionada
con movimiento de tierras se deberan estacar, a distancias no superiores
a 30 m. entre si, el pie de los terraplenes y los bordes superiores de los
cortes. Las excavaciones deberan alcanzar con exactitud las trazas que
muestren los planos, debiéndose respetar estrictamente las alineaciones,
niveles, taludes y secciones transversales. Las excavaciones de cortes



incluyen en algunos casos, ademas, la demolicion de revestimientos
asfalticos existentes, de pavimentos de hormigon, incluso de bases y
sub-bases cuando asi corresponda.

Curvas o lineas de nivel: Las curvas de nivel son lineas imaginarias,
verticalmente equidistantes, que unen en forma continua todos los puntos
de igual cota taquimétrica de un terreno. En un mapa topografico con
curvas de nivel podemos determinar la cota o elevacion de cualquier
punto sobre el plano, la pendiente existente entre dos puntos, asi como
estimar los volumenes del corte (desmonte)y relleno (terraplén o
pedraplén) del material requerido en la ejecucion de una obra. Existen
dos tipos de curvas de nivel: las curvas maestras y las intercaladas. En
un mapa o plano con curvas de nivel podemos observar una gran
cantidad de informacion sobre las caracteristicas de la topografia del
lugar.

Las curvas o lineas de nivel se caracterizan porque:

¢ No se cruzan entre si.

e Deben ser lineas cerradas, aunque esto no suceda dentro de las
lineas del dibujo.

e Cuando se acercan entre si indican un declive mas pronunciado y
viceversa.

e La direccion de maxima pendiente del terreno, en un punto
determinado del mismo, queda en angulo recto con la tangente a la
curva o linea de nivel en dicho punto.

Consideremos ahora una funcién de dos variables independientes que
relaciona la cota taquimétrica de cada punto del terreno (Z) con la
ordenada (Y) y la abscisa (X) correspondientes, asi:

Z = f(X,Y)

Observamos que dicha funcion f es una regla numérica mediante la cual
distintos valores de las coordenadas X e Y se traducen en distintos
niveles de Z. En este caso, al tener uUnicamente dos variables
independientes podemos realizar la representacion grafica de esta
funcién. En la figura siguiente puede verse que todos los puntos del
primer cuadrante o cuadrante positivo (puntos del plano cartesiano
correspondientes a valores positivos de X y de Y) representan diversas
combinaciones de ambas coordenadas. A saber:



Fig. 1. Representacion gréafica de las curvas de nivel o isocuantas altimétricas.

Cada punto, en este plano en planta del terreno, representa un unico
valor de la funcioén Z o cota. Asi, los puntos A, B, Cy D ofrecenunaZ =5
m. mientras que el punto F ofrece una Z = 15 m. En la figura anterior, la
linea suave que entrelaza los puntos en que la funcién altura toma el
mismo valor representa el lugar geométrico (o geografico) de todas las
posibles combinaciones de la abscisa y la ordenada para las cuales la
cota taquimétrica resultante es la misma. Esta curva o isocuanta
altimétrica constituye la “curva de nivel” que, en el caso de un plano,
configurara una “recta de nivel”.

En definitiva, una curva de nivel es un modelo analégico del terreno
natural consistente en realizar una substitucion adecuada de una
propiedad de la situacion real por otra en el modelo asociado, de acuerdo
con ciertas reglas. Y asi, las distintas alturas de un terreno quedan
delimitadas por las curvas de nivel que, como se ha dicho, son el lugar
geomeétrico de los puntos del terreno que tienen idéntica altitud o cota
taquimétrica con respecto al nivel medio del mar o a cualquier plano
relativo de comparacion. Y sin embargo, es obvio que en la realidad del
terreno no aparecen precisamente las curvas de nivel surcando valles y
montafias o serpenteando por las llanuras a la vista arrobada del
observador (FRANQUET, 1991).

Descapote y desenraizado: Consiste en la retirada de raices y suelos
vegetales que contengan materia organica, arcillas expansivas o
cualquier otro material que la Direccion facultativa considere inapropiado
para la construccion de la obra. Los materiales resultantes seran
retirados del sitio de la obra por el Contratista y depositados en
vertederos autorizados o terrenos de cultivo. No se pagara el descapote
ejecutado por fuera de los limites indicados en los planos o no ordenados
por la Direccion facultativa de las obras. La cantidad de la obra
correspondiente a este item se medira por metros cubicos (m3). El
volumen se calcula de acuerdo con las secciones del terreno tomadas



antes y después de descapotar. Su precio incluye todos los costos
directos e indirectos necesarios para la ejecucion del trabajo y la retirada
de los materiales resultantes.

Corte en roca: Se define como “roca” aquel material cuya dureza y
textura sea tal que no puede excavarse por métodos diferentes de
voladuras o trabajo manual por medio de fracturas y cufias posteriores y
cuyo volumen sea superior a 3/4 de metro cubico (0'75 m®).

Cortes en material comun: Comprende todas las excavaciones no
clasificadas como excavacion en roca.

Remocioén de derrumbes: Comprende la extraccion y disposicion de los
materiales provenientes de derrumbes o deslizamientos de los taludes
sobre la explanacién ya terminada o en proceso de ejecucion. Estos
derrumbes deben ser removidos tan pronto como se presenten para
evitar dafnos y perjuicios a terceros. Si durante el proceso de ejecucion
de los cortes se presentaren derrumbes en los taludes y aquellos no
fuesen atribuibles a descuido, negligencia o falta de cuidado del
Contratista, éste los retirara, y el costo le sera reconocido de acuerdo con
el volumen efectivamente removido. Las cunetas y drenajes se
restableceran tan pronto como sean removidos los derrumbes. Si por el
contrario éstos se debieran a negligencia o descuido del Contratista o a
operaciones deficientes, seran retirados por el Contratista a su costo o
por el Promotor en ejecucion subsidiaria. Si tales derrumbes produjeren
perjuicios a las obras, al personal o a terceros, las indemnizaciones
correran por cuenta del Contratista.

Medida y abono de derrumbes en explanaciones: La unidad de
medida empleada sera el metro cubico (m3) y se pagara de acuerdo con
lo convenido en la obra o el contrato de obra existente entre el Promotor
y el Contratista-adjudicatario de las obras de tierra correspondientes. En
las bases técnicas especiales, se indicara la forma de presentacion de
las partidas que comprende el movimiento de tierras de la obra
contratada, de acuerdo a los siguientes criterios:

e Volumen de excavaciones, de acuerdo a su clasificacion.

¢ Volumen de material de excavacién empleado como relleno en la
misma obra (movimiento de tierra compensado).

¢ Relleno de empréstito.

En la presentacion de las propuestas en base a precios unitarios, se
cubicara separadamente cada una de estas partidas.

Medidas de distancias verticales: Mediante ellas se trata de determinar
la diferencia de elevacion existente entre dos puntos del terreno, o sea, la



distancia que separa dos planos horizontales, ya sean reales o
imaginarios, en los cuales estan contenidos dichos puntos. Se observa
que las medidas de diferencias de nivel tienen mucho que ver, directa o
bien indirectamente, con las medidas de distancias verticales, debido a
que este conjunto de procedimientos realizados para tomar las medidas
citadas recibe, como ya hemos visto, el nombre de “nivelacién”. Se
considera el nivel medio del mar (en Alicante, en nuestro pais)*® como el
plano de referencia mas empleado; sin embargo, para realizar una
nivelacion no es necesario relacionarse con esta consideracion, puesto
que un levantamiento taquimétrico se realiza referenciandole a un plano
cualquiera, con respecto a las cotas referenciadas, si solo se desea la
nivelacion relativa de los puntos entre si.

3. TIPOS O METODOS DE NIVELACION
3.1. Clasificacion de los métodos de nivelacion

Los trabajos altimétricos, o nivelaciones de terrenos, tienen por objeto
determinar la altura de sus puntos sobre una superficie de nivel, que se
toma como superficie de comparacién y se denominan cotas. La cota de
un punto referido al nivel del mar se llamara altitud. En todo trabajo ha de
partirse de un punto de origen de altitud conocida o de cota arbitraria.

En la nivelacion, a diferencia de la representacién plana de la topografia,
debemos tener sumo cuidado con los errores, puesto que en altimetria
las superficies de nivel hemos de considerarlas esféricas. Debemos tener
presente los errores de esfericidad y de refraccion y que los mismos
estén contenidos dentro de las tolerancias exigibles.

Casi todos los tratados de Topografia ofrecen el modo de llevar una
libreta de nivelacion y, por consiguiente, la manera de efectuar
correctamente las distintas operaciones sobre el terreno. Estos
procedimientos son exigentes y obligan al operador a comprobar a cada
paso; sin embargo, tienen el inconveniente de complicar los calculos, por
lo cual indicaremos aqui un procedimiento mucho mas expedito, con el
que un operador medianamente practico efectuara rapidamente todas las
comprobaciones, ahorrandose tiempo y trabajo.

Desde luego, la nivelacidn se ejecuta valiéndose de un instrumento
topografico adecuado y una mira. Prescindamos, por ahora, de la clase
de instrumento que se emplee, ya sea éste un nivel con anteojo o con

30 En Espaiia, el «nivel del mar» es la medida media tomada en la costa de la ciudad de Alicante. Todas
las mediciones de nivel estatales (altitudes positivas o negativas) toman como referencia la «cota cero»
que indica esa altura media y que estd indicada con una placa colocada al pie de la escalera del
ayuntamiento de esa bella ciudad levantina.



colimador, rayo laser, GPS, etc.; y lo mismo respecto a la mira, que
puede ser parlante, de tablilla, receptor de laser,...

Se empieza por situar el nivel, esto es, ponerlo en estacion, sobre un
punto desde donde pueda leerse la mira colocada en el punto de origen o
en los demas puntos que se trata de nivelar. A continuacion, se coloca la
mira verticalmente sobre el punto de partida. El nivel, que se mueve
solamente en el plano horizontal o acimutal, se dirige a la mira y se hace
una lectura. Se suma esta lectura al numero, conocido de antemano, que
expresa la altura taquimétrica del punto de partida. El numero resultante
ofrece la cota del plano, que llamamos plano de nivel, que es el plano
horizontal (paralelo al plano XOY en una representacion tridimensional
en coordenadas cartesianas rectangulares) al cual se refieren todos los
puntos que pueden nivelarse sin cambiar el nivel de su sitio; este plano
pasa por el eje optico del nivel.

Se comprende facilmente que bastara entonces con restar todas las
lecturas que se hagan sobre los distintos puntos en que se pone la mira,
del numero que indica la altura del plano del nivel, para tener todas las
alturas o cotas taquimétricas buscadas. La sencillez de estos calculos
ofrece la ventaja de permitir al operador el calculo de los diversos puntos
a medida que avanza la operacion, de tal modo que si en el curso de la
nivelacion encuentra un punto de referencia conocido, puede realizar la
comprobacion inmediatamente, lo cual le evitara tener que volver sobre
el terreno.

Al igual que en la taquimetria, existen varios métodos altimétricos. El mas
usado para obtener el desnivel entre dos puntos es el denominado
“nivelacion geométrica o por alturas”, también puede utilizarse la
“nivelacion trigonomeétrica o por pendientes” y, por ultimo, la nivelacion
barométrica. De todas ellas, la mas importante es la nivelacion
geomeétrica o por alturas y la mas imprecisa la barométrica, hoy en dia
practicamente en desuso.

En definitiva, los diferentes métodos de nivelacion usualmente
empleados los podemos clasificar asi:

- Longitudinal
NIV. SIMPLE
Radial
-DIRECTA O GEOMETRICA <
Longitudinal
NIV. COMPUESTA
~ Radial

Por ejes cortos
NIV. TRIGONOMETRICA
-INDIRECTA A grandes distancias
NIV. BAROMETRICA



VVamos a desarrollar estos métodos sucintamente a continuacion.
3.2. Nivelaciéon geométrica o directa (por alturas)
3.2.1. Definiciéon

Se entiende por tal la determinacién del desnivel existente entre dos
puntos mediante visuales horizontales hacia miras o reglas graduadas,
que se ubican en posicion vertical sobre los puntos a nivelar (Figura 2).
Permite la determinacion directa de las alturas de diversos puntos, al
medir las distancias verticales con referencia a una superficie de nivel,
cuya altura ya nos es conocida de antemano. La nivelacion por alturas
puede ser simple o compuesta. Es “simple” cuando los puntos cuyo
desnivel pretendemos tomar estan proximos, y si por el contrario estan
alejados y es preciso tomar puntos intermedios, haciendo cambios de
estacion, se trata de una nivelacion “compuesta”. El desnivel (Ah)
existente entre dos puntos 1 y 2 cualesquiera del terreno se calcula
inmediatamente hallando la diferencia entre las lecturas de la mira en los
mismos, esto es:

Ah =1, - 1, (véase la Figura 2)

Para realizar este tipo de nivelacion se utilizan aparatos Opticos
llamados niveles o equialtimetros que dirigen visuales horizontales (con
los clisimetros, en cambio, se puede proporcionar a la visual una
pendiente determinada) y la precision de las mediciones efectuadas
dependera, fundamentalmente, de las caracteristicas del instrumental
empleado. De hecho, otros instrumentos topograficos provistos de
eclimetro podrian utilizarse también como nivel, haciendo que la altura de
horizonte de la visual fuese cero; pero desde el momento en que el
anteojo dispone de giro, esta horizontalidad no puede lograrse con la
precisidon que se consigue con un nivel de anteojo, en que éste descansa
en un soporte o bien va unido a él. Los niveles permiten determinar,
ademas, la distancia y los angulos horizontales o acimutales al ir
provistos del limbo correspondiente. Este método se emplea
generalmente en terrenos no muy accidentados.



Fig. 2. Nivelacion geométrica o directa.

Tal como hemos sefialado anteriormente, al margen del método a
emplear en las nivelaciones directas, existen los siguientes tipos: las
nivelaciones simples, que consideran una posicion instrumental, y que
pueden hacerse por el método del punto medio, por el del punto extremo,
por estaciones reciprocas y por el de estaciones equidistantes. Y las
nivelaciones compuestas o de itinerario altimétrico, que consideran
mas de una posicion instrumental por lo que no son sino una repeticion
de nivelaciones simples; comprenden los métodos del punto medio, de
estaciones dobles y de estaciones equidistantes.

El método de nivelacion por el punto medio, ademas de ser el mas
recomendable es el unico que elimina los errores sistematicos del nivel,
incluso los de defectuosa correccion, esfericidad y refraccion. Se realiza
situando el aparato a la misma distancia de cada uno de los puntos a
nivelar. Por el contrario, el método del punto extremo se realiza situando
la mira en uno de los puntos y en el otro el aparato, siendo conveniente,
desde luego, no leer distancias superiores a los 100 metros.

El método de las estaciones reciprocas aporta elementos nuevos. En
efecto, si bien los anteriores tienen el inconveniente de su falta de
comprobacion, este ultimo método permite al estacionar primero en uno
de los puntos y tomar el otro y, posteriormente, hacer lo mismo pero al
contrario; ello sirve como comprobacion del aparato y elimina los errores
sistematicos del nivel. Por ultimo, existe el método de las estaciones
equidistantes que también elimina los errores, aunque realizamos dos
veces el trabajo de lecturas.

3.2.2. Nivelaciones simples

Nivelacion simple longitudinal:



Los puntos se definen a lo largo de una recta, sin necesidad de que
dichos puntos pasen por esta linea.

Nivelacion simple radial:

Es muy parecida a la anterior, pero la diferencia con ella estriba en que
los puntos, en este caso, estan distribuidos en un area y no en una linea
recta. La nivelacion radial, como su propio nombre indica, tiene lugar
centrando el aparato y tomando los puntos de forma radial; resulta muy
recomendable si pretendemos levantar altimétricamente un terreno
tomando los puntos que lo definen, aprovechando también para levantar
la zona planimétricamente.

3.2.3. Composicion de nivelaciones simples

Dentro del método de nivelacion compuesta, cuando los puntos cuyo
desnivel se quiere hallar estan situados a gran distancia, han de tomarse
una serie de puntos intermedios, obteniéndose el desnivel entre cada dos
consecutivos. Al recorrer el itinerario de un extremo al otro, debemos
utilizar el método del punto medio, cerrando por supuesto la nivelacion y
calculando el correspondiente error de cierre. El error que obtengamos,
denominado “error kilométrico o error de cierre”, esta expresado en
milimetros y no debe ser superior a 7 milimetros, como se vera
posteriormente.

En este apartado, se distinguen dos grandes tipos o modalidades:

Nivelacién compuesta longitudinal:

Esta nivelacion esta compuesta por dos o0 mas posiciones
instrumentales, pero los puntos estan distribuidos a lo largo de una recta,
o dicho de otra manera, se trataria de unir dos 0 mas nivelaciones
longitudinales.

Nivelacion compuesta radial:

Esta modalidad de nivelacion, al igual que la anterior, la constituyen dos
0 mas posiciones instrumentales, pero con la diferencia que los puntos
estan distribuidos en un area; en otras palabras, seria como tener unidas
dos o0 mas nivelaciones radiales.

3.2.4. Otros tipos

Nivelaciones abiertas y cerradas:

Cabe destacar, que hay dos tipos de nivelaciones, al margen del tipo a
emplear, que son tanto las nivelaciones abiertas, como las nivelaciones
cerradas, especificando que una nivelacién abierta sera cuando no tiene
comprobacion; consiste en partir de una cota conocida para llegar
posteriormente a un punto de cota desconocida. Por el contrario, una



nivelacion cerrada es aquella en que se puede comprobar el error de
cierre, ya que se parte de un punto con una cota conocida y
posteriormente, luego de seguir un itinerario topografico determinado, se
llegara a otra cota conocida, pudiendo tratarse, incluso, del mismo punto
de partida.

Nivelacion por doble posicion instrumental:

Consiste en hacer dos registros por diferencia, ya que para una serie de
puntos, se llevaran dos series de posiciones instrumentales, una por la
derecha como otra por la izquierda, segun el sentido de avance. Todo
ello de modo que cuando ambos desniveles estan situados dentro de los
rangos de tolerancia, se tomara el promedio aritmético de ellos como
desnivel; de lo contrario, habra que realizar nuevamente las tomas de las
cotas.

Nivelacién por miras dobles:

Dicha nivelacion consiste en usar dos miras; estas miras se ubican en el
mismo punto, de tal forma que una de ellas se coloca invertida a la
posicion de la otra. De esa forma, una vez realizada la lectura de ambas
miras en el mismo punto, la suma de ambas lecturas debera ser la
longitud de la mira; de lo contrario, se debera repetir dicha medicion.

Nivelacion reciproca:

Esta nivelacion se utiliza cuando se estan tomando lecturas de lugares
inaccesibles, debiendo extremar la posicion del nivel con respecto a las
miras ya que se esta situado muy lejos de una y muy cerca de la otra.
Estas lecturas extremas pueden ser interiormente a las miras o
exteriormente a éstas, pero siempre conservando una linea recta.

3.3. Nivelaciones indirectas
3.3.1. Nivelacion trigonométrica (por pendientes)

Mediante este sistema se determinan los desniveles a través de la
medicion de angulos verticales o cenitales y las distancias entre los
puntos a nivelar (Figura 3). Se puede determinar con una cinta y un
clisimetro o bien, con un teodolito, al basar sus resoluciones en un
triangulo rectangulo situado en un plano vertical, por lo que se toman
medidas de distancias horizontales y angulos verticales o cenitales.
Realizadas las operaciones correspondientes, la diferencia de cota
taquimétrica entre ambos puntos A y B del terreno vendra dada por:

Ah = Ahy + Ahy
Este tipo de nivelacion se utiliza principalmente en terrenos con
pendientes muy pronunciadas. Se emplean, para ello, aparatos opticos



que permiten medir distancias asi como angulos horizontales y verticales.
Estos instrumentos reciben el nombre de teodolitos.
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Fig. 3. Nivelacién trigonométrica.
3.3.2. Nivelacion barométrica

Se determina la diferencia de nivel, en este caso, por medio de un
bardmetro o altimetro, puesto que la diferencia de altura existente entre
dos puntos se puede medir aproximadamente de acuerdo con sus
posiciones relativas bajo la superficie de la atmdsfera, con relacion al
peso del aire o presién atmosférica®’ gravitante sobre ellos, que se
determina por el barémetro. La presion al nivel del mar es de 761 mm. de
columna de mercurio. Cada 100 m. de altura la presidon atmosférica varia
de 0’7 a 1’0 cm. de columna de Hg.

De hecho, dicho método es el mas impreciso de todos los expuestos y
resulta util sélo en reconocimientos, por lo que nos limitaremos
simplemente a su cita sin ofrecer mayores detalles.

4. ERRORES EN LA OPERATORIA Y RECOMENDACIONES

3! La presion atmosférica es la presion ejercida por los gases que conforman la atmosfera terrestre en
cualquier punto de la misma. Normalmente se refiere a la presion atmosférica terrestre y al aire, pero el
término es extensible a la atmosfera de cualquier planeta o satélite y sus componentes. La atmosfera en la
Tierra tiene una presion media de 1.013,25 hectopascales (hPa) (o milibares (mbar)) al nivel del mar,
medido en la latitud 45°. La medida de presion del Sistema Internacional de Unidades (SI) es el newton
por metro cuadrado (N/m?) o Pascal (Pa). La presion atmosférica a nivel del mar en unidades
internacionales es 101.325 N/m? 6 Pa.



Hace tiempo se estudiaban los errores accidentales que tenian lugar en
la practica de las nivelaciones (errores aleatorios producidos por la falta
de apreciacion del observador y sensibilidad del nivel) y los errores
sistematicos (producidos por la falta de reglaje en el instrumento y que se
distribuyen segun reglas matematicas gaussianas>? bien conocidas).

A raiz de la publicacion de las normas de calidad y su aplicacion, los
fabricantes de instrumentacion topografico-geodésica nos ofrecen hoy en
dia las caracteristicas técnicas de la mencionada instrumentacion en el
cumplimiento de dichas normas. Esto nos obliga a replantearnos la teoria
accidental y sistematica empleada hasta ahora. Con ello pretendemos
dar una vision de las normas de calidad en la medicion de alturas
geomeétricas y una posible solucion al calculo de errores accidentales de
los niveles, marcando los limites entre los errores sistematicos y los
errores accidentales.

Debemos aqui enunciar abreviadamente los diferentes tipos de errores
mas comunes Yy ofrecer algunas recomendaciones interesantes para la
realizacion de este tipo de trabajos topograficos. A saber:

Error de cierre (EC): Es la diferencia existente entre la lectura inicial del
punto de partida, considerando la cota en terreno, menos la cota de
terreno del mismo punto al llegar y hacer el cierre; implicando un EC
positivo o negativo. Si este error de cierre escapa a la tolerancia, la
nivelacion se debe realizar nuevamente; de lo contrario, se debera
compensar. Suele establecerse la tolerancia en el cierre de un itinerario
en funcién del denominado “error kilométrico” expresado en milimetros y
del numero de kildbmetros del itinerario, mediante la siguiente férmula:

e<ey: \/E

Obtendremos, por tanto, el error kilométrico de un trabajo dividiendo el
error de cierre expresado en mm. por la raiz cuadrada de la longitud del
itinerario (expresada en km.). Para que una nivelacion pueda calificarse
como de precision se exige que e,< 7 mm., debiéndose repetir el trabajo
en caso de obtenerse una mayor discordancia; de resultar aceptable, se
compensa el itinerario repartiendo el error de cierre entre los desniveles
parciales, en general a partes iguales o bien proporcionales.

Errores sistematicos (ES): No es nuestra intencion hacer aqui una
descripcion exhaustiva de los errores sistematicos, que todos tenemos

32 Alrededor del afio 1820, ocupado en la correcta determinacién matematica de la forma y el tamario del
globo terraqueo, el matematico, fisico y astronomo Karl Friedrich Gauss (1777-1855) desarrolld
numerosas herramientas para el tratamiento de los datos observacionales, entre las cuales destaca la curva
de distribucion de los errores que lleva su nombre, conocida también con el apelativo de “distribucion
normal” y que constituye uno de los pilares fundamentales de la Estadistica.



presentes y que tan bien lo hizo G. Duberc en su publicacién citada en la
bibliografia. S6lo procede comentar aqui que, conociendo la diferencia
que podemos tener en un punto medio-punto extremo a causa de los
errores accidentales, es de facil aplicacion calcular si el nivel esta o no
reglado. Estos errores pueden ser debidos a multiples circunstancias, a
saber:

Instrumento descorregido.

Hundimiento del tripode o de los puntos.

Puntos de cambio mal ubicados.

No tener centrada la burbuja del nivel en el momento de leer, cosa
que ocurre generalmente con instrumentos que tienen tornillo de
trabajo.

5. Error por lectura en mira.

6. Al golpear accidentalmente el tripode.

N =

Faltas atribuibles directamente a los niveladores:

1. Por malas anotaciones en el registro o agenda electronica.
2. Por lecturas en la mira y dictar mal un valor.

3. Por equivocaciones al leer numeros enteros.

4. Por errores de calculo.

Condicionantes de la calidad del trabajo:

Instrumento empleado.
Escala.

Precision.

Método empleado.
Refinamiento empleado.
Longitud de las visuales.
Terreno.

Medio ambiente.

Recomendaciones:

Para efectuar el método de nivelacion reciproca o punto extremo, se
recomienda que el instrumento esté perfectamente corregido, o bien de
lo contrario saber el error constante de inclinacion, para poder aplicar la
debida correccion a las tomas.

Las patas del tripode deben quedar lo suficientemente abiertas para
procurar la estabilidad de éste, y los objetivos y/o objetos, deben
observarse desde una posicién conveniente y facil. Para obtener una
posicidén firme en el suelo, se debe hacer presion con el pie a una pata



del tripode. Cuando el terreno esta en pendiente, se debe poner una pata
hacia arriba, y las otras hacia abajo.

La manera mas rapida de llevar la burbuja a su posicion central, deberia
ser cuando se ha orientado el anteojo hacia dos tornillos de nivelacion.
Para observar las miras se deben poner en un punto bien demarcado y
definido, de un lugar suficientemente estable.

Conviene, llegados a este punto, hacer una reflexion: la norma, tal cual
se nos presenta, resulta muy valida para comprobar la bondad de un
nivel, pero no podemos estar realizando una observacion para ver el
error que tendriamos cada vez que cambie la distancia.

La utilizacion del error maximo al 99% (factor aplicable 2.50) o bien al
99.9% (factor aplicable 3.29) es cuestién de la experiencia de cada
operador.

5. EL GPS EN EL CONTROL VERTICAL

Un aspecto interesante del uso del GPS, al que también nos hemos
referido en el capitulo anterior, estriba en como este sistema determina la
altura a la que se encuentran los puntos observados sobre una superficie
de referencia. El sistema GPS determina diferencias de altura referidas a
una superficie de referencia matematicamente definible (no fisica)
conocida como elipsoide WGS84 (World Geodetic System 1984), tal
como especificdbamos en el capitulo anterior de nuestro libro®. Si se
utiliza el posicionamiento relativo (lineas de base), lo que determina el
GPS son las diferencias entre las alturas elipsoidales entre dos puntos y
no las diferencias entre las alturas ortométricas existentes entre ellos,
que es en definitiva el valor que deseamos conocer.

Con los modelos de geoide® existentes se pueden calcular las alturas
del geoide en cada estacion GPS y calcular la altura ortométrica

33 Un sistema geodésico local queda definido por la eleccion de un elipsoide de referencia y por un punto
origen (datum) donde se establece su ubicacion en relacion con la forma fisica de la tierra (geoide).
Concretamente, el punto datum es aquél en el que se hace coincidir la vertical del lugar con la normal al
elipsoide (desviacion de la vertical nula) y generalmente se establece la condicion de tangencia entre el
elipsoide y el geoide. En Espafia actualmente se trabaja con el datum ED50, mientras que a partir del afio
2012 se introducira en toda Europa el nuevo datum ETRSS89. El elipsoide asi elegido y posicionado, se
adapta bien al geoide en las inmediaciones del punto datum (siempre que la eleccion haya sido juiciosa),
pero a medida que nos alejamos crece la probabilidad de que esta adaptacion aminore. Por esta razon, los
sistemas asi definidos fueron utilizados por paises o grupos de paises permitiendo llevar adelante todos
los proyectos geodésicos en sus respectivos territorios.

3 Se denomina geoide (etimologicamente, del griego : yewo —tierra— €18o¢ —forma, apariencia—
"forma que tiene la Tierra") al cuerpo de forma casi esférica aunque con un ligero achatamiento en los
polos (esferoide), definido por la superficie equipotencial del campo gravitatorio terrestre que coincide
con el nivel medio del mar. Por lo antedicho se suele considerar que geoide es la forma tedrica,



correspondiente. En la mayoria de los casos las alturas del geoide se
calculan en la fase de ajuste de la red de un levantamiento con GPS, la
cual tiene lugar después de terminada la fase de mediciones de campo.

En la figura siguiente se muestra cémo las alturas que se obtienen con el
GPS se encuentran en un sistema de alturas diferente al que
corresponde a la tradicional nivelacion geodésica. Los datos GPS se
pueden procesar con facilidad para obtener la altura elipsoidal h. Esta es
la altura sobre o bajo un modelo elipsoidal sencillo de la Tierra. La
nivelacion geodésica produce una altura ortométrica H, también conocida
como “altura sobre el nivel medio del mar”; éstas son las alturas que
encontramos en las cartas topograficas grabadas en los bancos de nivel
o almacenadas en archivos de datos digitales y en soporte papel. Para la
transformacion entre estos sistemas de alturas, se requiere la altura
geoidal N, que la obtenemos del Modelo Geoidal México 97. Asi:

L ‘\__——ﬁi—/‘r’\
N

Terreno Elipsoide —— Geoide

Fig. 4. Sistemas de alturas.

determinada geodésicamente del planeta Tierra. El nombre geoide se origina en el siguiente hecho: el
planeta Tierra (como otros astros) no es una esfera sino que por efectos de la gravitacion y de la fuerza
centrifuga producida al rotar sobre su eje se genera el aplanamiento polar y el ensanchamiento ecuatorial.
Ténganse en cuenta que si se considera la corteza, la Tierra no es exactamente un geoide aunque si lo es si
se representa al planeta con el nivel medio de las mareas. Esta nocion de la Tierra como geoide fue
predicha por Isaac Newton en su Philosophiae naturalis principia mathematica durante el afio 1687; para
ello Newton se valié de un sencillo experimento: hacer girar velozmente un cuerpo viscoso en un fluido
liquido, de este modo expreso que: "la forma de equilibrio que tiene una masa bajo el influjo de las leyes
de gravitacion y girando en torno a su eje es la de un esferoide aplastado en sus polos". Esta hipotesis
newtoniana fue estudiada por Domenico y Jacques Cassini, y confirmada por los trabajos geodésicos de la
expedicion llevada a cabo en las regiones ecuatoriales por La Condamine, Godin y Bourger durante el
siglo XVIII; para esto realizaron la medicion exacta de la diferencia de un grado geografico en las
proximidades de la linea del ecuador y cotejaron las diferencias con las latitudes europeas. Los trabajos
matematicos y geométricos realizados en el siglo XIX por Gauss y Helmert ratificaron los anteriores
descubrimientos.



Estos sistemas de alturas se relacionan entre si por medio de la sencilla
ecuacion:

h=H+N

donde:
h = altura elipsoidal
N = altura geoidal
H = altura ortométrica

Es conveniente comentar el levantamiento cinematico antes de describir
el sistema RTK. El levantamiento cinematico, algunas veces llamado
"stop and go", fue desarrollado por el Dr. Benjamin Remondi a mitad de
los afos ochenta del pasado siglo. El procedimiento consiste en
determinar una linea base 1-2 mediante un procedimiento estatico, con lo
que se conocen las diferencias de longitud, latitud y altura. Con ello se
consigue que se pueda mover el receptor situado en el punto 2 a los
diferentes puntos 3, 4, 5, etc. de tal modo que basta con unas pocas
épocas de observacion para conocer su posicion. La operativa se
desarrolla como sigue: suponemos un receptor en el punto 1 como
estacion base de referencia y el otro receptor en la estacion 2 que se ira
moviendo mas tarde. Ambos receptores van observando codigo y fase
con las ambiguedades desconocidas a cada satélite solamente, pero
conociendo las pseudodistancias. El observador situado en el punto 2
dispone de un jalon nivelado en la estacion con su antena y receptor.
Recibe tres o cuatro épocas (aunque con una bastaria en teoria) y se
mueve al siguiente punto 3. El receptor debe mantener contacto con -
por lo menos- 4 satélites durante todo el movimiento. Cuando se llega al
punto 3 se coloca el jalon nivelado sobre el punto y se observa durante 3
0 4 épocas de datos. Este procedimiento se continua hasta completar
sucesivamente todos los puntos deseados en el area de trabajo.

Tras realizar el trabajo de campo, se descargan ambos receptores en el
ordenador. El PC calcula los vectores o lineas de base 1-2, 1-3, 1-4, etc.
Tan solo teniendo en cuenta unos pocos segundos de datos de
observacion es posible determinar los incrementos de latitud, longitud y
altura de cada una de esas bases lineas aproximandose en precision a
los resultados del método estatico.

Si se utiliza RTK, la estacion base esta emitiendo sus datos de
observacion, y un receptor de radio en el receptor en movimiento recibe
esos datos y calcula las diferencias de posicion respecto a la estacion
base en tiempo real. El "ordenador" situado en el receptor mévil toma las
diferencias de posicion y las afiade a la posicidon conocida de la estacion
base para obtener la latitud, longitud y altura del receptor movil.



El problema, hoy en dia, estriba en que los usuarios que adquieren un
receptor GPS son topdgrafos que quieren que sus receptores hagan lo
mismo que ofrece su estacion total y su nivel. Muchos topdgrafos utilizan
la nivelacion trigonométrica en terrenos abruptos porque la nivelacion
geométrica resulta problematica en este tipo de terrenos. Con nivelacion
trigonométrica limitan sus visuales a menos de 400 metros. Cuando
adquieren un sistema GPS con RTK aumentan sus distancias hasta 8 y
10 km. Si conservan las distancias en torno a los 400 metros o menos,
obtendran resultados  aceptables en el control vertical.
Desafortunadamente los compradores de RTK, en muchas ocasiones, no
solo eliminan la estacion total sino también el nivel, desconociendo que el
sistema RTK ofrece diferencias entre alturas sobre el elipsoide y no entre
alturas ortométricas.

El problema es que en el postproceso se aplica un modelo de geoide,
mientras que con el sistema RTK no se tiene en cuenta que el receptor
movil no tiene modelo de geoide y no es capaz, por tanto, de aplicar
ondulaciones del geoide o diferencias entre elipsoide y geoide.
Esperamos que en un futuro préximo los fabricantes permitan que el
usuario afiada en los receptores el modelo de geoide que considere
oportuno (o que disponga) en su zona de trabajo. Mientras tanto, se
recomienda utilizar lineas de nivelacion geométrica con puntos
intermedios para un buen control vertical, incluidos y muy especialmente
aquellos usuarios de sistemas GPS con RTK.

6. NIVELACION DE TERRENOS PARA RIEGO
6.1. Concepcion general

La labor de nivelacién de las parcelas de cultivo se realiza con la
finalidad de eliminar el microrrelieve, logrando asi un riego uniforme a lo
largo de toda la superficie. Se debe obtener una pendiente constante, no
erosiva y que al mismo tiempo permita el movimiento del agua a través
de los surcos.

La nivelacion del terreno se hace indispensable para los sistemas de
riego gravitacional (por surcos o tablas), si se compara con el
establecimiento de riego presurizado (aspersion) o localizado de alta
frecuencia (microaspersion, nebulizacion, exudacién, goteo), en que se
realiza fundamentalmente con el fin de facilitar las labores del cultivo o
disminuir la erosion hidraulica y edlica.

Para el calculo de la nivelacion de terrenos se puede utilizar el método
del centroide, ya que es el mas aplicable de acuerdo a las condiciones



del predio, como es el caso de terrenos relativamente planos pero
ondulados, y ademas con una direccion poco definida de la pendiente.

La superficie destinada al riego gravitacional, es la que requiere
perentoriamente de nivelacion. Para esto se elige un area de pendiente
no pronunciada, esto es, una zona en la que las curvas de nivel
presentan un mayor distanciamiento. Luego se colocan las estacas con
un distanciamiento aproximado de 25 metros entre una y otra,
determinandose de esta manera las cotas del terreno. Posteriormente,
con el promedio de ellas, se calcula el centroide.

Las cotas de proyecto se calculan basandose en el centroide, restando o
sumando la diferencia de altura dependiendo de la pendiente, tanto en
direccion N - S como E - W. Esta diferencia se obtiene a partir de una
regresion lineal minimocuadratica entre los numeros de orden y los
valores promedio de las cotas del terreno. Para obtener la diferencia de
altura se resta la cota del proyecto a la cota del terreno. Valores positivos
implican un corte del terreno (desmonte), y valores negativos un relleno
del mismo (terraplén). Véase, en este sentido, el ejemplo desarrollado en
el capitulo 6 de este mismo libro, extraido de una publicacidon del antiguo
INC.

La obtencion de la relacion corte/relleno implica efectuar la sumatoria de
todos los cortes y rellenos calculados anteriormente, debiéndose llegar a
una relacién corte/relleno cercana a 1,20. De no ser asi, la posicion del
centroide debe ser modificada de manera de alcanzar el valor mas
cercano al 6ptimo. El movimiento de tierra que se requiere para el area
de nivelacidon corresponde a un movimiento medio, el que se obtiene al
multiplicar el area de influencia o superficie subsidiaria de la estaca por la
sumatoria de los cortes.

La nivelacion o emparejamiento de terrenos, consiste en eliminar
principalmente los "altos" o "bajos" que existen en una finca determinada
mediante el uso de traillas, de tal manera que el agua de riego pueda ser
aplicada perfecta y regularmente en toda su superficie, o bien la de lluvia
escurra adecuadamente sin dar lugar a procesos erosivos indeseables.

Fig. 5. Traillas diversas.



Si bien es cierto que las nivelaciones de terrenos para riego en la
actualidad han tendido a disminuir, en algunos casos todavia son
necesarias para eliminar problemas de apozamientos de aguas
superficiales; dicho de otra forma: corregir imperfecciones de drenaje
superficial. Esta forma de proceder resulta necesaria aun con la
utilizacion de riegos presurizados, dado que las acumulaciones de aguas
superficiales traen consigo enfermedades fungicas o criptogamicas en
ciertas especies frutales y cultivos herbaceos, particularmente sensibles
a estos problemas®.

En cuanto a todos los cultivos regados con sistemas tradicionales por
gravedad como surcos, platabandas (tablas) o tendido, requieren de
movimientos en la superficie de los terrenos para mejorar las eficiencias
del riego. Ello se pone de manifiesto, particularmente, en el cultivo
arrozal, donde la mejora en los resultados debido a un mayor control del
nivel o tirante del agua en las parcelas resulta altamente significativa,
como tendremos ocasion de ampliar en este mismo capitulo de nuestro
libro.

6.2. Estudio de nivelacion

Un estudio de nivelacion, consiste en un estacado completo del terreno,
con una malla (red) rectangular o cuadricula a marco real, con sus
puntos o vértices situados a una distancia aproximada de 25 x 25 metros,
parecida a la que consta en algunos de los ejemplos desarrollados en el
presente libro, como el anteriormente citado. Luego de esto, se procede
a realizar un levantamiento topografico con nivel y miras (reglas
topogréficas). Con la informacion colectada, se elabora un plano con
curvas de nivel y todos los puntos dibujados (grilla).

A continuacidén, se procede a generar los estudios de nivelacion,
propiamente tales. Cada estudio comprende 5 formas de nivelar la
parcela analizada. Los 5 disefios nombrados son los siguientes:

Forma I: Pendiente uniforme (superficie plana) en toda la parcela. Se
produce un escurrimiento del agua superficial tanto en el sentido de los

3% Hay varias especies del hongo del género Fitoftora (Phytophthora spp.) que pueden matar a muchas
especies de plantas: Arces, Ciprés de Lawson, Manzano, Tejo, Rododendro, Frambuesa, Brezo, Tomate,
etc. También se le llama "enfermedad de los setos", porque es relativamente frecuente en setos de Tuyas
(Thuja), Cipreses (Cupresus spp.) y sobre todo en Leylandii. Phytophthora afecta a otras coniferas como
Cedros, Juniperus, Ciprés de Lawson, Tejo, etc., asi como a la mayoria de arboles y arbustos. Este hongo
vive en la tierra y cuando se dan las condiciones ideales, coloniza las raices y la zona del cuello de las
plantas. La causa principal que activa al patdgeno es el encharcamiento en terrenos mal nivelados, el
exceso de agua o por regar demasiado. La primera sefial es que las hojas se ponen amarillas y se
marchitan, volviéndose a continuacion marrones. La planta termina muriendo por la pudricion de las
raices y el cuello. Pueden aparecer zonas secas en tallos o troncos, con manchas oscuras en el tejido
debajo de éstas. El follaje es escaso y clorotico. La planta se va secando progresivamente hasta morir.



surcos como en la cabecera, pie del pafo, o en cualquier parte de éste.
Permite dividir el terreno a explanar en subunidades de cualquier ancho,
con surcos también de cualquier longitud. La pendiente del surco y la
pendiente de las acequias de cabecera y recolectora, tienen distintos
valores. Se trata del sistema clasico conocido como centroide, siendo el
que mas tierra mueve, por tanto de mayor costo, por o que solo esta
recomendado en algunas ocasiones. No obstante, la aplicacion del
ajuste minimocuadratico por regresion lineal tridimensional que
aqui se propugna reduce al minimo el movimiento de tierras al
lograr la maxima compensacion entre los volimenes de desmonte y
de terraplén, por lo que dicha dificultad queda obviada,
consiguiéndose una regularidad total de la superficie de la parcela,
que se halla toda ella contenida en el mismo plano geométrico.

Forma 1

En &l sentidn cel suren

: Perpendicular al surco o
o riego

santido cel riego

Fig. 6. Pendiente uniforme.

Forma Il: Pendientes variables para surcos y acequias. Consiste en
que estaca por estaca se va jugando con las pendientes entre 2 valores,
un valor minimo y uno maximo. Estos valores son distintos tanto para el
surco como para las acequias de cabecera y recolectoras. Este sistema
no limita poder subdividir el potrero en panos, pues el agua puede cruzar
de un lado a otro, en cualquier parte de éste. Se optimiza, disminuyendo
la fluctuacion del valor entre minimo y maximo para los surcos, y dejando
un rango mayor para las acequias. Este sistema disminuye los costos, y
segun la amplitud del rango varian tanto la calidad como el costo. Se
trata de un sistema apto para frutales y hortalizas regados por surcos.

Forma 2

Er el sentidn cel surca
o riego

Perpendicular al sureo
santido cel riego

Fig. 7. Pendiente variable.



Forma lll: Pendiente uniforme para el surco y variable para las
acequias cabeceras y receptoras. Este sistema consiste en que la
pendiente por hileras es uniforme, es decir no existe la fluctuacion entre
estacas de cada hilera, uniformando la pendiente y por tanto mejorando
el riego. En ocasiones tiene un costo similar al caso anterior o bien
levemente superior. En todo caso, el campo se puede dividir en cualquier
parte, pues el agua cruza en todas partes. La pendiente de las acequias
de cabecera y recolectoras es variable.
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Fig. 8. Pendiente uniforme en surco y variable en acequias.

Forma IV: Pendiente uniforme para el surco, pero quebrada para las
acequias. Este disefo es util para fincas con mucha ondulaciéon en un
sentido y que solo permiten riego eficiente por surco en una sola
direccion. Es util en caso de panos en que el largo del surco corresponde
a la longitud del pafo. Los costos por movimiento de tierras son
menores, pero el agua, tanto en las acequias cabecera como en la
recolectora, no siempre puede cruzar el pano.

En al saﬂtiqﬁ cel sureco Perpendicular al surco
0 riego sentido cdal riego

Fig. 9. Pendiente uniforme en surco y quebrada en acequias.

Forma V: Pendiente variable en el surco y quebrada para acequias.
Este disefio resulta util, al igual que el anterior, en potreros con mucha
ondulacioén y que la profundidad de corte esté limitada por la existencia,
por ejemplo, de horizontes petrocalcicos o bien de capas freaticas que
también limitan el desarrollo del sistema radicular de los cultivos. Permite
poner en riego campos con mucha ondulacion a un bajo costo. El agua
no cruza la finca necesariamente.



En el sawt;;h el sureco Perpendicular al surco o
o riego sentido del riego

Fig. 10. Pendiente variable en surco y quebrada en acequias.

En los esquemas anteriores, se graficaron, pues, los 5 casos descritos.
La linea segmentada, representa el terreno natural o estado inicial. La
linea continua, el estado final, y los numeros del 1 al 6 un tramo del
estacado en cada sentido, o sea el corte de un surco y el corte de una
acequia cabecera o de sentido perpendicular al surco.

Cada vez que se ejecuta una corrida de datos, de una finca o parcela, se
genera un listado con los 5 casos completamente desarrollados, es decir:
cota inicial, cota final, magnitud del corte o relleno por cada estaca,
volumen de corte, volumen de relleno, costo total, costo por hectarea,
numero de estacas con corte o relleno mayor a una magnitud
determinada y superficie. Por tanto, es muy facil tomar una decision al
analizar los costos y calidades de cada diseno. En la medida que sea
necesario variar el costo o calidad, se varian los parametros y se ejecuta
una nueva corrida para cada set de datos hasta que el resultado posea
un optimo econdmico y un optimo técnico. Esto no involucra ningun costo
extra, pues constituye una parte integral de todo proyecto de nivelacion.

La decisiéon final, se toma técnicamente en conjunto con el agricultor,
quien podra evaluar el punto que satisfaga su Optimo técnico y
econdmico, por supuesto contando siempre con el asesoramiento del
técnico agrénomo correspondiente. Una vez decidido el proyecto a
ejecutar, se replantea en el terreno y se nivela con trailla; al término del
trabajo, se chequea el proceso efectuado y si fueran necesarias
correcciones se llevan a cabo. Concluido todo ello, se entrega al
agricultor-promotor de la obra un plano con la situacién final de la misma.

6.3. El caso singular del terreno arrozal

Como sucede en los demas campos de las actividades econdémicas, la
agricultura esta sufriendo una serie de transformaciones consistentes en
la informatizacion y automatizacion de muchas de sus tareas. Como
consecuencia de ello, el sector arrocero espanol posee probablemente el
parque de maquinaria mas nuevo y tecnolégicamente mas avanzado que
se utiliza hoy en dia en la agricultura extensiva.



La nivelacion de tierra para el cultivo de este cereal de verano consiste
en modificar el microrrelieve natural o modificado, uniformizandolo o
alisandolo, manteniendo la pendiente o cambiandola, con objeto de
poder mejorar y facilitar el establecimiento del cultivo bajo riego, su
manejo agrondémico y desarrollo posterior. En las primeras introducciones
esta practica esta asociada a facilitar el manejo del agua en métodos de
riego superficial o por gravedad, y facilitar el drenaje del campo en
siembra de diversos cultivos anuales. Ademas de estos beneficios,
también se ha comprobado que coadyuva en la eficiencia y eficacia de
otras practicas agrondmicas asociadas al manejo propio del cultivo
arrozal.

El arroz es una graminea que se adapta a ecosistemas donde la tierra
presenta mal drenaje interno y externo, una pendiente predominante muy
baja y suelos con textura pesada (con alto contenido de arcillas), lo cual
crea condiciones limitativas para su uso en el establecimiento de otros
cultivos. En la actualidad, dado el incremento unitario de la produccién de
la mayoria de los cultivos, es mayor el numero de siembras que se
realizan bajo riego que las realizadas en secano (s6lo dependientes de
aguas provenientes de las lluvias). La experiencia ha demostrado que el
éxito de los productores en agricultura bajo riego depende, en gran parte,
de las buenas condiciones del terreno para distribuir uniformemente el
agua por el mismo.

La nivelacion del suelo produce un conjunto de ventajas que favorecen la
produccion de arroz bajo riego, a saber: propician una mayor eficiencia
en las operaciones de preparacion de suelo y siembra; permiten el
manejo agronémico mas preciso del cultivo; potencian la eficiencia de
aplicacion de insumos y la respuesta del cultivo; contribuyen al control de
malezas, plagas y enfermedades; mejoran el manejo del riego con
economia del agua y ahorro de tiempo y facilitan las labores de cosecha,
entre otras.

La aplicacion de esta practica en la siembra de arroz en las décadas de
los 60 y 70 del pasado siglo, tuvo como objetivo facilitar el riego
superficial o por gravedad y el drenaje del campo. También sirvié para
ampliar el tamafio de las melgas o tanques, facilitando la operatividad de
maquinarias y equipos agricolas en las labores mecanizadas. La
nivelacion contribuye a reducir el tiempo de llenado por inundacién de la
parcela y a reducir las pérdidas de agua, con lo que se aumenta la
capacidad de riego de mayor cantidad de hectareas cuando la fuente de
agua proviene de pozos profundos u otra fuente con limitado caudal.
Asimismo, se ha comprobado que coadyuva en la eficiencia y eficacia de
otras practicas agronomicas asociadas, a una mejor emergencia Yy
establecimiento inicial de las plantas y a su desarrollo posterior, a la
reduccion de uso de algunos de los insumos y al incremento en mas de



1.000 kg/ha en los rendimientos en arroz cascara o paddy, segun
variedades y condiciones edafo-climaticas. En comparaciéon con los
obtenidos en los mismos lotes de suelo, antes de nivelar, el rendimiento
del cultivo resulta superior a medida que es mayor la precision con que
se realiza la operaciéon de nivelado.

Ahora bien, esta labor requiere el uso de gran cantidad de energia
mecanica para remover volumenes significativos de suelo, de entre 1 a 2
toneladas por m® en peso, de areas de cortes (parte altas de
microrrelieve) y transportar a cortas distancias hacia areas de rellenos o
mas bajas (parte donde estan las depresiones y microdepresiones),
siguiendo el sentido general de las pendientes predominantes del
terreno. Para una pendiente de disefio determinada, el volumen de tierra
o suelo removido y transportado sera mayor a medida que sea mayor la
pendiente del terreno a modificar y sea mayor también la diferencia
existente entre la pendiente inicial y la modificada. La pendiente se
puede modificar normalmente desde 0% hasta mas del 5%. No obstante,
en campos donde se van a sembrar cultivos anuales densos como el
arroz, por lo general, se procura mantener las pendientes naturales o
bien reducirlas a una menor, dependiendo de la necesidad que justifica la
modificacion.

En el cultivo de arroz —debido al uso de métodos de riego por gravedad
con inundacidén continua mediante lamina de agua fija o variable— se
procura, con la labor de nivelaciéon de la tierra, reducir la pendiente inicial
del terreno “a cero”, o modificarla a minima pendiente con el objetivo de
permitir un manejo adecuado de la profundidad de la lamina de
inundacion. No obstante, los volumenes y profundidad de corte son
mayores a medida que se acerca a cero la pendiente, lo cual produce un
incremento en el consumo de energia y maquinarias y, por ende, de los
costos directos de la operacion.

Por lo que se refiere a la nivelacion de las parcelas, desde hace ya varios
afnos se ha generalizado el uso de equipos de nivelacion de rayo laser,
que permiten a los agricultores manejar el agua de riego con gran
precision, posibilitando un riego mas homogéneo y la utilizaciéon del agua
de forma mas racional en aplicacién de los principios inspiradores de lo
que se ha venido en denominar la “nueva cultura del agua” (NCA)®*.

36 Una de las claves est4 sin duda en reconocer y entender que un rio es mucho més que un canal de agua,
al igual que hoy entendemos que un bosque es mucho mas que un almacén de madera. Entender los
valores sociales, culturales y de identidad, tanto territorial como colectiva, de rios, lagos y humedales;
conocer la compleja piramide de vida que albergan; apreciar la importancia de los equilibrios y funciones
del ciclo hidroldgico natural y los servicios que nos brindan; recuperar el sentido ludico y el valor estético
del agua, tanto en la naturaleza como en nuestros entornos urbanos, etc., son cuestiones fundamentales de
la “nueva cultura del agua”. Todo ello, sin olvidar la necesidad de gestionar con eficiencia las utilidades
econdmicas del agua como recurso productivo, conforma las claves de esa Nueva Cultura. Claves, en
definitiva, de un nuevo y necesario enfoque interdisciplinar. Un enfoque en el que, mas alla de asegurar
un uso razonable, social, equitativo y eficiente del agua como recurso caro y escaso, se garantice también



El sistema, que trataremos con mayor profundidad en el siguiente
epigrafe de este mismo capitulo de nuestro libro, consiste en un emisor
de rayo laser montado sobre un tripode que permanece estatico y que,
de forma continuada, va describiendo un plano virtual con la misma cota
del terreno. Mientras tanto, un receptor montado sobre un apero
(niveladora-arrobadera) recibe esta sefal laser que la transforma y
traslada al operador. Este supervisa en todo momento la informacién de
cota del terreno donde se encuentra y, de forma automatica o bien
manual, puede corregir la altura levantando o bajando el apero. De esta
forma, se obtiene la pendiente deseada para la parcela o bien se nivela
“a cero”, o sea, mediante un plano perfectamente horizontal (paralelo al
XQY), con lo que la circulacion del agua por la parcela tiene lugar
exclusivamente por efecto del gradiente hidraulico del tirante que se
origina en la misma entre la entrada del agua y su punto de salida. En
definitiva, con la nivelacién realizada mediante laser se consigue
controlar mejor los niveles de agua dentro de la parcela de cultivo, de tal
forma que se facilita grandemente la nascencia del mismo. Una vez
implantado el cultivo, las labores a realizar se reducen al riego y a la
aplicacion de herbicidas, abonado de cobertera y pesticidas, en su caso.

En el riego hay que cuidar que el nivel del agua tenga la altura debida en
relacion con el desarrollo de la planta. En los primeros estadios, el nivel
ha de ser alto, para proteger del frio a la plantula, entorpecer el desarrollo
de las malas hierbas, impedir que el movimiento superficial del agua por
el viento arranque a las joévenes plantitas, aun no suficientemente
arraigadas, y si se usan determinados herbicidas, impedir su
degradacion.

una gestion sostenible de los rios y ecosistemas acuaticos. Todo esto desde la coherencia y complejidad
que representan las Cuencas Hidrograficas como unidad de gestion natural de las aguas continentales. Sus
principios fundamentales son los siguientes: 1. No inundar los valles de la montafia ni secar los deltas de
los rios, casa y sustento de pueblos a cuya identidad contribuyeron. 2. Conservar los rios y el patrimonio
que en su curso ha florecido a lo largo de la historia y devolver a sus aguas las funciones y atributos mas
esenciales. 3. Gestionar el agua desde el principio de solidaridad, herencia comuin de todos que hemos
recibido las generaciones presentes, y que debemos transmitir en las mejores condiciones posibles a las
generaciones venideras. 4. Ahorrar y preservar la calidad del agua alterando lo menos posible los sistemas
naturales, reduciendo en origen la carga contaminante y restringiendo paulatinamente las demandas de
depuracion. 5. Gestionar de forma sostenible los recursos hidricos haciendo frente al despilfarro,
mediante el ahorro, las mejoras en el uso eficiente y la reutilizacion. 6. Instaurar la cultura de la
participacion y la imaginacion, capaces de dar cabida a las sabias estrategias del pequefio bien hacer, y a
la subsidiariedad, como formas obligadas de gestion. 7. Vivir el agua con nuestra realidad de pais
mediterraneo, una realidad restrictiva, incompatible con la cultura del bien libre, que predica la oferta
ilimitada de agua con cargo al erario publico. 8. Abandonar la dialéctica demagodgica de un falso
productivismo del agua (especialmente en el regadio) para incorporar criterios serios de valoracion
econdmica y recuperacion integra del coste, en la perspectiva de una gestion sostenible del desarrollo. 9.
Aprovechar las aguas superficiales y subterraneas como un recurso unitario, sabedores de que forman
parte de un mismo ciclo y de que luchar contra la sobreexplotacion de los acuiferos y su contaminacion es
la mejor aportacion que podemos hacer para ese aprovechamiento conjunto. 10. Defender para el agua el
concepto de recurso publico gestionado en base al interés general evitando su mercadeo y conversion en
objeto de especulacion.



Segun que la planta vaya creciendo, conviene rebajar estos niveles para
permitir un mejor desarrollo y respiracion de las hojas, que deben
“‘puntear” siquiera timidamente por encima del agua. Una vez implantado
el cultivo, se mantiene el nivel de agua con ligeras variaciones, siendo
conveniente la renovacion de la misma para conseguir la mejor
oxigenacion, lavado o lixiviacion de sales y temperatura adecuada.

Debe resaltarse la tradicional practica de la “seca”, que posee notable
influencia en los resultados finales de la cosecha. La operacion antedicha
consiste en cortar la entrada de agua a la parcela y dejar que el suelo
llegue a secarse en mayor o menor grado, lo que se realiza desde finales
del ahijado hasta el comienzo de la formacién de la panicula, lo que tiene
lugar a finales de los meses de junio y julio, pues si se hace en el ahijado
se disminuye éste.

Los fines perseguidos con la “seca” son el de controlar el desarrollo
vegetativo cuando éste es necesario, evitando riesgos de encamado, y
preparar la planta para el periodo de fructificacion, asi como constituye
una forma de defenderse contra las numerosas algas que se crian al
amparo de la planta de arroz, que dificultan la circulacion del agua y
llegan a molestar a la propia planta.

La “seca” se suele aprovechar para la aplicacion de los herbicidas
selectivos de contacto, que precisan mojar a la planta, ya que al mismo
tiempo la seca provoca una eclosion de malas hierbas que se
encontraban frenadas precisamente por la presencia de la lamina de
agua.

Los sistemas de riego empleados en los arrozales son diversos, desde
los sistemas estaticos, hasta los de recirculacion y de recogida de agua.
Teniendo en cuenta las ventajas e inconvenientes de cada sistema y de
su impacto potencial en la calidad del agua, ello permitira a los arroceros
elegir el sistema mas adecuado a sus operaciones de cultivo. A
continuacion, se describe cada uno de ellos de manera breve y concisa.

a) Sistema de riego por flujo continuo

Es el método mas convencional, siendo disefiado para autorregularse: el
agua fluye de la parte alta del arrozal a la parte baja, regulandose
mediante una caja de madera. El vertido se produce desde la ultima "caja
de desague", que se usa para mantener el nivel del agua de la tabla o
parcela. Entre los inconvenientes de este sistema destacan los vertidos
de pesticidas a las aguas publicas, el hecho de que el aporte constante
de agua fria por la parte alta de la tabla produce el retraso ostensible en
la fecha de maduracién y perjudica los rendimientos en las zonas
cercanas a la entrada de agua y la otra circunstancia de que la



introduccion de agua (en la fecha de aplicacion de herbicidas) da lugar a
un menor control de las malas hierbas.

b) Sistema de recuperacion del agua de desagule por recirculacion

Este sistema facilita la reutilizacion del agua de salida y permite que no
se viertan residuos de pesticidas a los canales publicos. Tiene la ventaja
de proporcionar una flexibilidad maxima requiriendo un periodo mas corto
de retencidn de agua después de la aplicacion de los productos
fitosanitarios que los sistemas convencionales. Consiste en elevar el
agua de desague de la ultima tabla hasta la tabla de cota mas alta
mediante una bomba de poca potencia (debido a la escasa altura
manomeétrica de elevacion necesaria) a través de una tuberia
(conduccion forzada o a presidon) o de un canal a cielo abierto
(conduccion libre). Los costos derivados de la construccion y el uso de un
sistema recirculante dependen de la superficie cubierta por dicho
sistema, asi como del desnivel y la irregularidad del terreno. Tiene el
inconveniente derivado del empleo de agua de menor calidad.

c) Sistema de riego estético

Mantiene las aguas con residuos de pesticidas fuera de los canales
publicos y elimina la necesidad de un sistema de bombeo como el
empleado en el anterior sistema recirculante; ademas, se controla de
forma independiente la entrada de agua a cada tabla, limitandose la
pérdida de agua por evapotranspiracion a la atmdésfera y percolacion a
las capas profundas del subsuelo o alimentacién o recarga de la capa
freatica. Este sistema consiste en un canal de drenaje que corre
perpendicularmente a los desagues de las tablas. El canal esta separado
de cada parcela por una serie de valvulas que controlan la profundidad
dentro de cada tabla. No resulta adecuado para suelos salinos y ademas
se reduce el area de terreno cultivable debido a la construccion del canal
de drenaje.

d) Sistema de riego mediante recuperacion del agua

La recuperacion del agua de riego se realiza mediante tuberias,
utilizando el flujo debido a la gravedad para llevar el agua de una tabla a
otra, evitando el vertido a los canales publicos de aguas con residuos de
pesticidas diversos (herbicidas, insecticidas, acaricidas, nematocidas,
fungicidas). Este sistema resulta muy efectivo y presenta costos
reducidos; ademas, durante los periodos de retencidon del agua, permite
una gran flexibilidad en el manejo. Sin embargo, cuando estan
conectadas varias tablas entre si, debido a la gran superficie a cubrir, se
hace dificil su manejo preciso y eficaz. Por ultimo, debe tenerse en



cuenta también que, en los suelos salino—so’dicosa7, la acumulacion ,de
sales puede resultar un notable problema (FRANQUET y BORRAS,
2004).

7. NIVELACION CON RAYO LASER

Desde hace algunos anos, los empresarios agricolas van comprendiendo
la importancia de ir incorporando la tecnologia a los diferentes procesos
productivos por las mejoras que suelen aportar sus avances a las nobles
tareas del campo. Pues bien, en el caso de los cultivos cuya siembra
(generalmente directa) requiere algunas actuaciones especificas sobre el
terreno para nivelarlo correctamente, como ocurre con el arroz (Oryza
Sativa, L.), el rayo laser se ha constituido como una herramienta vital
para los agricultores por la alta precision de sus mediciones y la mejora
de los resultados en el rendimiento del cultivo que ofrece. En general, los
tractores adaptados con niveles laser son la ultima innovacién para la
explanacion de terrenos. Al igual que las motoniveladoras, suelen
adaptarse cuando se ha realizado el movimiento importante de
volumenes o los terrenos no presentan grandes diferencias de nivel.

El proceso que viene aplicandose, ya desde la década de los ochenta del
pasado siglo, es desconocido por muchos consumidores a pesar de
constituir una parte importante del éxito en las cosechas de los arroceros.
Importado de los Estados Unidos y empleado inicialmente en la
preparacion de explotaciones en las que se iban a sembrar las semillas
de la variedad hibrida, en las labores de nivelacion con laser se suele
alquilar la maquinaria a empresas especializadas de servicios. Esto
ocurre debido al alto precio de estas maquinas (hasta 42.000 euros en
los equipos mas completos, afio 2009) que las convierten en inversiones
dificiles de rentabilizar a corto o medio plazo. En los casos del régimen
de alquiler de los sistemas de nivelacion por laser, el precio suele oscilar
entre los 40 y los 50 euros por hora. Teniendo en cuenta que el tiempo
medio de nivelacion de los terrenos varia entre una hora y cuarto y una
hora y media por hectarea, el agricultor puede realizar un simple calculo

37 La acumulacion de sales en el suelo debe ser balanceada o neutralizada por un lavado hacia abajo con
riego o lluvia, de lo contrario la salinidad se presentara. Los suelos sodicos contienen un exceso de sodio
intercambiable; este sodio no resulta dafiino para las plantas pero causa que los suelos de textura fina se
hagan extremadamente impermeables al agua y les dificulta a las raices su penetracion. Los suelos
sodicos tienen un porcentaje de sodio intercambiable SAR mayor de 1°2. El subsuelo de los suelos
sodicos es muy compacto, himedo y pegajoso; ademas, forma columnas de suelo con capas redondeadas.
Para mejorar un suelo sodico el sodio debe reemplazarse con calcio y lavar el sodio del suelo. No es
posible rescatar un suelo sodico sin efectuar drenaje. Se pueden agregar yeso y cloruro de calcio, asi
como otros materiales que liberan el calcio presente (sulfuro, dcido sulftirico, materia organica). Un suelo
salino-sodico tiene en exceso sales solubles y sodio intercambiable. Para mejorarlo hay que seguir las
recomendaciones de manejo para suelos salinos y mejorar el drenaje. El lavado de este tipo de suelos, sin
tener en cuenta los puntos sefialados anteriormente, derivara en un suelo sodico que empeorara atin mas la
estructura del suelo.



con el que conocer la cuantia econdmica de estas operaciones sobre sus
terrenos.

Las tierras tratadas con el laser quedan completamente niveladas con
una alta precision. Se trata, por lo tanto, de un método muy
recomendable y que nos muestra que el laser, ademas de ser un rayo
empleado con fines terapéuticos o sanitarios y utilizado en infinitud de
dispositivos electronicos, constituye también una inestimable ayuda para
el agricultor y, en general, para la explanacién de terrenos en obras
publicas.

En la actualidad, los sistemas de referencia con emisor laser son
fabricados por un numero muy reducido de companias en las que se
destacan la firma norteamericana Spectra-Physics y la Laser Aligment, las
cuales tienen presentado un grupo de patentes que protegen sus
productos. Ademas, existen otros dos productores reconocidos, que son la
firma Topcon de Japon y la Leica de Suiza. El dominio de esta tecnologia
por pocas firmas hace que su precio sea aun muy elevado.

La aplicacién de esta tecnologia tiene sus inicios en los finales de la
década del 80 y principios del 90 del siglo XX. Esto hace que el desarrollo
de este equipamiento tenga presente el dominio de tecnologias novedosas
y un valor econdmico substancial, porque existe una necesidad inmediata
de aplicar esta tecnologia en diferentes cultivos, ya que su desarrollo
permitira un aumento de la eficiencia y calidad en la nivelacion de
terrenos, lo que propicia ademas, en el caso de los cultivos de arroz, un
incremento del rendimiento en grano y un ahorro considerable de
combustible y agua, ya que se logra un drenaje mas adecuado en los
terrenos donde se cultiva la expresada graminea de verano.

Los sistemas de referencia desarrollados estdan compuestos por los
siguientes elementos:

a) El emisor laser que es el alma de todos los niveladores de
terrenos y es el encargado de generar un plano de referencia a partir
de la rotacion de un haz de luz; va montado sobre un tripode y colocado
en el terreno o area a elaborar de forma tal que permita el control de los
restantes elementos del sistema. Estos aparatos en sus inicios
emplearon laseres de He-Ne, pero ya en la actualidad se han substituido
por diodos laseres semiconductores que presentan grandes ventajas
como son: pequenas dimensiones, gran estabilidad en la emision, larga
vida util y precios muy inferiores a los antiguos emisores laser de He-Ne.
La introduccion y propagacion vertiginosa de estos diodos laseres
semiconductores en esta tecnologia ha permitido también disminuir el
tamano y el costo de este moderno equipamiento topografico.



b) El receptor que es un elemento fotoeléctrico que controla la
posicidn del plano de luz laser. Es el encargado de sensar a qué altura
esta situado el plano de referencia en la posicidon en que se encuentra y
electronicamente emite sefales a la estacion de control sobre la posicion
del plano de luz relativo al centro (si esta por encima, por debajo o en
linea). Los receptores estan formados por arreglos lineales de fotodiodos
para sensar la luz laser y segun la actividad a que estan destinadas asi
se conforman. En los sistemas de levantamiento topografico éstos estan
unidos a una regla telescopica, lo que permite al técnico operador
conocer la altura de ese punto en el terreno.

c) El tablero de indicacién/control que es un instrumento que
toma decisiones e indica las lecturas (si esta por encima, por debajo o en
linea) de los niveles al operador mientras que éste hace el trabajo de
levantamiento topografico del campo, o bien controla el borde cortante de
la trailla halada por el tractor agricola. Esto lo realiza pasando la
informacién del receptor y orientando las sefales de subir o bajar a la
caja de valvulas solenoide que controla los pistones hidraulicos que, a su
vez, accionan la cuchilla de la trailla. Este tablero de indicacién/control se
utiliza en la nivelacion de terrenos sobre tractores que arrastran las
traillas sin fondo o compactas (acarreadoras), donde se necesita una
inspeccion y un control automatico de la cuchilla.

El modus operandi consiste, por una parte, en un sistema emisor, es
decir, debemos establecer sobre la zona de trabajo un plano de luz laser.
Para ello, un generador de luz laser colocado sobre un tripode y
alimentado por una bateria, produce un rayo de luz laser que sale al
exterior mediante un sistema de prismas reflectantes y al girar muy
rapidamente genera un plano de luz laser. El giro se efectua alrededor de
un eje perpendicular al terreno, y en el plano se usa como referencia
para la nivelacién en lugar de dos planos topograficos y la cuadricula de
puntos empleados en las técnicas convencionales de nivelacion que
hemos explicado hasta ahora.

El plano de luz laser es recibido por un sensor de luz montado en un
mastil unido al equipo nivelador, es decir al tractor. El sensor esta
formado por una serie de detectores situados verticalmente, de forma
que cuando el implemento nivelador se mueve arriba o abajo, la luz es
detectada por encima o por debajo del detector central. Esta informacion
es transmitida al sistema de control, que a través de amplificadores y
valvulas operadas eléctricamente convierte estas medidas en
movimientos del sistema hidraulico de la maquina, que eleva o baja el
implemento hasta que la luz se capta por el detector central.

Los sistemas hidraulicos y de control se han modificado para operar bajo
la supervision del control electronico suministrado con el emisor laser y



los sensores. El tractor necesita seleccionarse para que tenga la potencia
adecuada y su sistema hidraulico sea lo bastante fuerte para trabajar con
la frecuencia de ajustes y movimientos que el laser impone. El equipo de
nivelacion puede ser tan simple como una niveladora de refino que
mueve la tierra empujada por la cuchilla, o bien un equipo mas complejo
que carga y transporta la tierra, como la trailla. La primera se emplea en
trabajos de refino y nivelacion ligera, asi como en los de conservacion, y
la segunda en los trabajos de nivelacién propios.

El sistema opera con control automatico, enviando la sefal laser a los
hidraulicos del equipo nivelador, o bien manualmente, usando el
operador las luces del panel del control, situado en el cuadro de mando
del tractor como guia.

El maquinista que trabaja con un equipo laser tiene dos formas de
operar. Una preparatoria y otra de trabajo. En la primera, el campo no
precisa de los laboriosos trabajos de estaquillado, toma de datos,
calculos topograficos, etc. La cuchilla del implemento nivelador se fija y
solamente se mueve el mastil del sensor. En la segunda forma, llamada
de planeo, la posicion del mastil se fija con relacion a la cuchilla del
implemento, que es elevada o bajada en respuesta a la topografia del
terreno.

Fig. 11. Tractor agricola con equipo de nivelacion laser.

El plano del generador se localiza a una distancia apropiada, por encima
del centro de gravedad del terreno a nivelar y a las pendientes de
nivelacion deseadas. Para ajustar la altura del mastil sensor, con relacion
a este plano, el desmonte y el terraplén se calcula simplemente
moviendo el tractor por el terreno.



Entre los aparatos empleados para la nivelacion laser, por sus
caracteristicas, podemos sefialar el cubo laser MAGIC 1, con sistemas
de iman, prisma de nivelacion de 90° de desviacion pentagonal, cabezal
nivelador giratorio, apoyado en rodamientos de bolas o cilindros, ajuste
rapido y nivel esférico de burbuja de aire en el platé giratorio.

Existen tres tipos de accién Laser, a saber:

* Rotacién -con 900, 600 y 100 revoluciones por minuto- para elegir la
velocidad de giro 6ptima segun el trabajo a efectuar.

» Modulo de lineas -con ajuste de 15, 30 y 45 grados, para concebir
lineas de luz visibles de diferentes longitudes- preferentemente en
edificios.

* Mddulo punto-linea -hacia la derecha y la izquierda- a elegir para
efectuar el seguimiento rapido o lento de puntos de luz / lineas de luz-
con eleccion del funcionamiento directamente en el laser o sobre el

mando a distancia.

En definitiva, a continuacion se enumera un conjunto de ventajas que,
desde el punto de vista operativo, indican las multiples razones para
realizar la labor de nivelacion de tierra usando maquinarias y equipos
mediante control de precision de profundidad de trabajo con tecnologias
laser y computadora, es decir, mediante niveladoras laser. Esto es:

1. Menor transito de maquinarias pesadas y compactacion del
suelo: existen en el mercado palas niveladoras (palas, traillas y
alisadoras) para ser acopladas a la barra de tiro o al enganche de
tres puntos de tractores agricolas con ruedas neumaticas u oruga
con el fin de realizar labores de movimiento de tierra,
especialmente para nivelacion. Estan disefiadas y adaptadas con
sistemas de control de profundidad de corte con tecnologia laser y
computador. Esto permite sustituir las maquinarias pesadas
usadas comunmente en construcciones civiles y que por mucho
tiempo han sido usadas también para efectuar labores de
nivelacion y movimiento de tierras en campos agricolas. Estas
ultimas, debido a sus caracteristicas (tamafo, elevado peso,
disefios de sus palas y baja maniobrabilidad en su operacién en
campo agricola y disefio especifico para su uso en obras de
construcciones civiles) producen una creciente compactacion de
los suelos, a medida que aumentan el numero de pases de las
maquinarias y el contenido de humedad del terreno. Con el uso de
las nuevas palas niveladoras laser, disefiadas especificamente
para su uso en suelos agricolas, y la precisidbn que brindan los
sistemas de control automatico del nivel de trabajo, se reduce el
transito de maquinaria pesada y se facilitan sus maniobras, y con
ello se reduce la intensidad de compactacién de los suelos.



2. Mayor precision de cortes y rellenos: como se ha referido, la
tecnologia laser en la nivelacion ha incrementado la precision en
las labores de cortes y rellenos, debido a programas avanzados
de calculos en computadoras que emiten instrucciones en tiempo
real al sistema hidraulico y mecanico de las palas niveladoras,
ajustando con precision de milimetros la profundidad de la
operacion.

3. Menor dependencia del levantamiento topografico: aunque no
es recomendable por la necesidad de conocer previamente la
topografia del terreno, para los fines agricolas de la nivelacion, el
sistema de nivelacion mediante control de profundidad de trabajo,
es practicamente un nivel de precision aceptable y de calculo y
decision automatica. Con ello, se puede incluso omitir o prescindir
de un levantamiento topografico planialtimétrico, efectuado por
medios convencionales.

8. ESPONJAMIENTO, COMPACTACION Y COMPENSACION DE
TIERRAS

8.1. Esponjamiento

Practicamente todos los terrenos, al ser excavados para efectuar su
explanacién, sufren un cierto aumento de su volumen. Este incremento
de volumen, expresado en porcentaje del volumen in situ, se llama
esponjamiento. Si el material se emplea como relleno puede, en general,
recuperar su volumen e incluso puede reducirse (volumen compactado).
Para la cubicacion del material de la excavacion, se considera su
volumen antes de ser excavado (en banco); en ningun caso debe ser
tenido en cuenta el volumen transportado de las tierras, que es mayor
debido precisamente al esponjamiento referido.

Cuando se realiza la medicion del movimiento de tierras de un solar o
terreno de cultivo, debe tenerse muy en cuenta dicho esponjamiento que
sufren las tierras, ya que puede existir una variacion volumétrica del 10 %
en terrenos sueltos, un 25 % en terrenos muy duros y hasta de un 40 %
en suelo rocoso, como se comprobara en la tabla y consideraciones
subsiguientes. Estos porcentajes pueden llegar a variar y ser ajustados
con mayor especificidad en caso de realizarse ensayos y determinar el
grado de esponjamiento, cuando el volumen de la unidad a valorar fuese
muy alto y se requiriese la consecucion de una mayor precision. Es por
ello que debemos considerar que cuando se deja material de acopio en
obra para efectuar rellenos posteriores, o bien al realizar la explanacion
de un terreno, debemos tomar buena cuenta del esponjamiento del
mismo, puesto que de lo contrario podriamos encontrarnos con falta de



material o bien con un exceso de él que obligara a afrontar costes
complementarios de transporte a vertedero o terreno de cultivo.

Al realizar un desmonte provocamos que las particulas de tierra pierdan
cohesion, existiendo entre ellas un mayor porcentaje de huecos en la
parcela definitiva donde se depositan que en la original de la cual se
extrajeron, de tal forma que la tierra extraida de una zanja o desmonte
ocupara normalmente un volumen mayor al hueco estricto dejado por la
excavacion.

El coeficiente de esponjamiento del terreno viene dado por la expresion:
C=[(V-Vh)x100]/Vh

donde V es el volumen de las tierras ya esponjadas y Vh es el volumen
de la excavacion o desmonte realizados. Segun los diferentes tipos de
terrenos, dicho coeficiente varia aproximadamente de acuerdo a la tabla
siguiente:

Tabla 1. Tabla de esponjamiento segun el tipo de terreno.

TIPO DE TERRENO (C) GRADO DE ESPONJAMIENTO
Terrenos sueltos sin cohesién
10%
(vegetal)
Terrenos flojos 20%
Tgrrgnos compactos o de 30%
transito
Terrenos rocosos 40%
Escombros Varia entre 40% y 80%

Por consiguiente, la partida pertinente de obra definira detalladamente
los tipos de terreno de que se trate, de acuerdo a la clasificacion
detallada a continuacion:

Tierra Vegetal

Capa superficial de un terreno donde ha crecido la vegetacion y que
contiene una cantidad apreciable de materia organica y restos vegetales
(humus).

Terreno Flojo
Son tierras de cultivo, con arcillas, limos, arenas, gravas u otro arido
cualquiera, y contenido variable de materia organica.

Terreno Compacto
Tierras con arcillas duras, rocas sueltas, materiales granulares gruesos.



Sistema de Excavacion:

Mediante excavadora, retroexcavadora de orugas o ruedas neumaticas o
bien pala cargadora (cargador frontal).

Al respecto de este tipo de maquinaria, pueden verse las fotografias
siguientes:

Fig. 12. Retro-excavadora de cadenas.

Fig. 13. Retro-excavadora de ruedas neumaticas.

Fig. 14. Retro-pala mixta de ruedas neumaticas.

Terreno de Transito

Areniscas en finas capas, roca desmoronada.
Sistema de Excavacion:

Excavadora, retroexcavadora, bulldozer.

Fig. 15. Bulldozer con triple ripper.

Terreno de Roca

Areniscas compactas, granitos, calcareas, margas duras.
Sistema de Excavacion:

Excavadora o retroexcavadora con martillo hidraulico y explosivos.

fa‘




Fig. 16. Martillo hidraulico o “pica-pica”.

8. 2. Compactacion

La “compactacidon” es el procedimiento resultante de aplicar energia al
suelo suelto para eliminar espacios vacios, aumentando asi su densidad
y, en consecuencia, su capacidad de soporte y estabilidad, entre otras
propiedades. Su objetivo estriba en el mejoramiento de las propiedades
geotécnicas o de ingenieria del suelo.

Luego de efectuar la ejecucion de los rellenos con todos los
procedimientos propios del mismo, debe procederse a la compactacion
del terreno. Para realizar esta operacion, debera controlarse previamente
el contenido de humedad del suelo, que debe corresponder a la
humedad o6ptima que determine el laboratorio especializado.

Fig. 17. Tractor y cuba de humidificacion.

El material debera ser compactado con el grado que fije el laboratorio, de
acuerdo al ensayo Proéctor modificado y para cumplir con este requisito
deben tenerse en consideracion los siguientes factores:

a) Espesor de la capa de material suelto que se compacta.

b) Presion ejercida por el rodillo o martillo pisén sobre el terreno.

c) Numero de pasadas del rodillo o golpes de pisdn necesarios para
obtener el grado de compactacion establecido.

d) Humedad existente en el momento de realizar la operacion.

La experiencia de muchos afos y trabajos realizados ha demostrado que
se precisa un mayor volumen de desmonte que de terraplén para que
exista la compensacioén de tierras necesaria en la construccion del bancal
para una parcela de cultivo agricola, a fin de lograr el plano definitivo del
mismo mediante el procedimiento optimizado que es objeto fundamental
del presente libro. Ello parece contradictorio con la consideracion de los
coeficientes de esponjamiento que, como acabamos de ver, tienden a
aumentar los volumenes de terraplén frente a los de desmonte. Este
curioso fendomeno, admitido por muchos autores tratadistas de estos
temas sobre movimientos de tierras, se ha venido explicando con
diferentes razonamientos que veremos a continuacion.

Una opinibn muy extendida, sobre esta curiosa desigualdad de
volumenes, se fundamenta en la utilizacion de los modernos equipos
mecanicos, empleados en la actualidad con caracter general para el
movimiento de tierras, que dan lugar a que los terraplenes sean



comprimidos en mayor grado que aquel que tenian las tierras en su
estado natural, por lo que para completar el terraplén definitivo hace falta
agregar un cierto volumen adicional de desmontes.

No parece definitiva esta explicacion, o al menos no es unica, ya que,
l6gicamente deberia producirse, asimismo, un apelmazamiento general
del suelo, en especial de las zonas de desmonte, puesto que soportan
igualmente el peso de los equipos de trabajo, experimentando mayores
presiones, por otra parte, debidas a la potencia adicional usada en la
operacion de carga. No obstante, el hecho de que los terraplenes se
vayan formando por tongadas delgadas sucesivas, comprimiéndose cada
una de ellas aisladamente por el paso de las maquinas, puede explicar,
en parte, el mayor apelmazamiento de los terraplenes frente a los
desmontes.

Aqui se plantea la cuestidon del grado de compactacion posterior de las
tierras una vez realizadas las tareas de nivelacion y/o explanacion de la
parcela o solar. En efecto, segun que la tierra se compacte mas o0 menos,
débense también considerar los siguientes coeficientes correctores:

VERTIDA: si la tierra es simplemente vertida ocupa de un 10% a un 20%
mas de volumen de lo que ocupaban las tierras en origen (1'10 a 1°20).

PISADA: si las tierras son pisadas, ocupan lo mismo o bien un 10% mas
gue esas mismas tierras en origen (1'00 a 1'10).

COMPACTADA: si son compactadas ocupan de un 95% a un 100% del
volumen que ocupaban las tierras en origen (0'95 a 1'00).

Por algunos autores (LAGUNA, 1968), se considera como mas probable,
y quiza mas importante, la explicacion de que la desigualdad observada
de volumenes puede ser debida a la tendencia de los tractoristas a
colmatar exageradamente la superficie del terreno comprendido entre
estacas de nivel, a consecuencia de un efecto éptico por el que parecen
hundirse las zonas centrales de estas superficies, comprendidas entre
las referencias de nivel generalmente malladas o reticulares
proporcionadas por el topografo. Por tanto, seria éste un factor que
dependeria del grado subjetivo en que los tractoristas se dejan influir por
este efecto 6ptico, variando, por tanto, de unos equipos a otros. Lo cierto
es que, segun una serie de comprobaciones efectuadas, se ha
encontrado que un porcentaje muy elevado de puntos medios, situados
entre las estacas, aparecen con niveles superiores a los debidos, en
cantidades proximas a los 2 6 3 cm. que, por su reducida cuantia, son
generalmente admitidos por quedar dentro de los limites de tolerancia
establecidos cuando se trata de abancalamientos para terrenos de
cultivo. Evidentemente, tratandose de parcelas o solares urbanos o



industriales de menores dimensiones superficiales y mayores exigencias
geomeétricas, dicho margen de tolerancia también seria menor.

Asi mismo, se sefiala como posible causa de esta falta de tierra, las
pérdidas originadas en el transporte, por el viento u otros motivos,
explicacion que, a nuestro juicio, no resulta demasiado convincente,
dadas las dimensiones relativamente reducidas del bancal, que
diferencia notablemente a estas obras de tierra de aquellas otras que
tienen por objeto la excavacion y transporte de tierras a las areas de
terraplén muy alejadas de la zona de desmonte, en las que si pudieran
ser admisibles las razones aqui apuntadas.

Pero sea una u otra la causa del expresado fendmeno, o la accién
conjunta de todas ellas, el hecho cierto es que con frecuencia se
precisa mayor volumen de desmonte que de terraplén y, en
consecuencia, ello es preciso tenerlo en cuenta al formular el proyecto y
el presupuesto de la obra, ya que el volumen de tierra a excavar y
transportar puede ser superior al que se obtiene directamente por el
calculo del desmonte una vez efectuada la compensacion teorica.
Salvando circunstancias extremas, dicho coeficiente de aumento debe
variar entre el 5-10%. Asi pues, una vez calculado el volumen de la
compensacion de tierras, resulta preciso efectuar un reajuste del mismo.

Es dificil precisar exactamente el volumen de desmonte necesario
para la compensacion que se pretende realizar, ya que son muy
variados los factores que influyen en el mismo. Es evidente que si el
desmonte es muy reducido, por quedar sus cotas limitadas a
escasos centimetros, el porcentaje de aumento en relacion con el
terraplén puede ser muy elevado, por la influencia relativamente
grande que pueden tener las causas indicadas en un volumen tan
reducido. Para unas mismas caracteristicas de suelo, este volumen
adicional seria mucho menor, en proporcion, con un volumen de
excavacion que se aproximara a los 1.000 m*/Ha.

En suelos con una gran proporcion de materia organica, la
experiencia ha demostrado, como era légico suponer, que es
preciso un elevado incremento del volumen de desmonte, ya que el
factor de apelmazamiento ejerce en este caso una gran influencia.

En bancales con un desmonte medio normal, del orden de 1.000 a
1.200 m®Ha., y bajo contenido de humedad, en suelos constituidos
por margas arcillosas, se podria precisar de un 10-15% mas de
desmonte que de terraplén. En cambio, para suelos sueltos de
textura ligera o arenosa®®, el porcentaje de aumento podria ser

3 La textura se refiere al tamafio de las particulas que tiene un suelo. Hay cinco texturas basicas: a.
Textura arcillosa (un suelo con textura arcillosa es aquel en el que predomina la arcilla). b. Textura
arenosa (el suelo de textura arenosa tiene sobre todo arena. La playa seria el ejemplo extremo de ello). c.



inferior al 5% para una excavacion profunda, pudiendo elevarse para
excavaciones superficiales.

En la mayor parte de los casos sera necesario, para ejecutar la
compactacion del suelo posterior a su explanacion, el empleo de
maquinaria especializada, que puede ser la siguiente:

(1) Rodillo “pata de cabra”. Consta de los siguientes elementos: un
tambor al cual van soldadas una serie de patas, un marco que lleva los
descansos del tambor y una barra de tiro para acoplar el rodillo al tractor
de remolque. Este tipo de rodillo se usa cuando se requiere una alta
presion aplicada al material de relleno, comprendida entre 9 y 20 kp/cm?,
que puede aumentar considerablemente si el tambor se rellena con agua
o arena.

Fig. 18. Maquinaria con rodillo “pata de cabra”.
(2) Rodillo con ruedas neumaticas. Consiste en un cajon metalico
apoyado sobre ruedas neumaticas. Este cajon, al ser llenado con agua,
arena seca o arena mojada, ejerce una mayor presion de compactacion,
con valores que pueden variar entre 3 y 8 kp/cm?.

(3) Rodillo vibratorio. En este caso al rodillo, formado por un tambor de
acero, se le ha agregado un mecanismo de vibracion, haciendo girar un
contrapeso colocado excéntricamente en el eje de giro, con frecuencias
resultantes de una velocidad angular de 1.000 a 4.000 revoluciones por
minuto.

Textura franca (en un suelo con textura franca abunda el limo. Es algo intermedio a los dos anteriores.
Ni es arcilloso, ni es arenoso. Son suelos francos tipicos los de las vegas de los rios). d. Textura franco-
arcillosa (entre arcilloso y franco. Tiene bastante arcilla pero también lleva mucho limo y poca arena). €.
Textura franco-arenosa (entre franco y arenoso). A su vez, las particulas del suelo, seglin su tamafio o
didmetro, se clasifican del siguiente modo: * Arcilla son particulas minerales que miden menos de 0,001
milimetro. Toda particula mineral que haya en el suelo y mida menos de 0,001 mm. se considera arcilla.

* Limo son particulas minerales de entre 0,001 milimetro y 0,01 mm. « Arena son particulas minerales de
entre 0,01 y 0,1 milimetros. Segin la proporciéon que haya en un suelo determinado de un tipo de
particulas u otras tendremos las diferentes texturas. Por ejemplo, si un suelo, tras analizarlo
convenientemente en el laboratorio, resulta que esta compuesto por un 60% de arcilla, un 20% de limo y
un 20% de arena, después de cotejar el grafico correspondiente (triangulo de texturas) se ve que se trata
de un “suelo arcilloso”.



Fig. 19. Maquina con rodillo vibratorio autopropulsado.

(4) Placa compactadora. Esta corresponde a una placa apisonadora
que golpea y se separa del suelo a alta velocidad, logrando con ello la
densificacién deseada del suelo.

Fig. 20. Diferentes modelos de placas compactadoras.

La compactacion debe efectuarse comenzando en los bordes y
avanzando hacia la linea central en pasadas paralelas traslapadas en,
por lo menos, una mitad del ancho de la unidad compactadora. Se
requiere efectuar un numero de pasadas suficiente como para obtener el
grado de compactacion exigido.

Con independencia de los equipos especificos de compactacion
anteriormente descritos, veamos que en igualdad de condiciones de
suelo, humedad, profundidad de excavacion, etc., deben considerarse
los tipos y caracteristicas de los equipos mecanicos de movimiento
de tierras que han de ser utilizados, dada la distinta influencia de los
mismos en la “compactacion involuntaria” de las mismas. A este
respecto, haremos seguidamente unas indicaciones a titulo
simplemente orientativo.

Los efectos de la compactacion del suelo por los tractores de
cadenas son mucho menores que los provistos de ruedas de
neumaticos, aunque parezca lo contrario a primera vista, por el
mayor peso de los primeros para una potencia dada. Esto es debido
a la mayor superficie de apoyo, o huella del tractor, por cuyo motivo
el peso queda mas repartido, originando una menor presion sobre
el terreno. Asi, se tiene que la presion de un tractor de cadenas es
de un valor medio de 0’5 kp/cm? (0'05 N/mm?), mientras que la de
los tractores de ruedas neumaticas, en general, es superior a 2’5
kp/cm? (0’25 N/mm?), frecuentemente superior también al coeficiente de
fatiga o trabajo del terreno, lo que provoca el hundimiento de la huella.

En los tractores, traillas y remolques equipados con ruedas de
neumaticos, ha de tenerse en cuenta también la presion de inflado
en el interior de los mismos, ya que se admite que la compresion



del suelo es equivalente a ella, con un ligero aumento que se cifra
en un 10 por 100 aproximadamente, y resulta independiente de la
carga para una presion de hinchado dada y por ello la presion sobre
el suelo permanece constante cuando varia la carga, ya que la huella
del neumatico aumenta o disminuye correlativamente, segun el caso.

En general, las ruedas motrices de los tractores estan equipadas
con neumaticos de baja presién, del orden de 2’0 a 2’5 kp/cm?
(0’20-0’25 N/mm?), mientras que las ruedas delanteras son de
presion mucho mas elevada.

En las traillas de gran capacidad, de 6 a 12 m3, los neumaticos son
de baja presion semejante a los indicados para las ruedas
motrices de los tractores. Por el contrario, son de presion mas
elevada las ruedas correspondientes a las traillas agricolas de
reducida capacidad, de 1 a 2 m>.

Todo ello hace, en definitiva, que resulte harto dificil fijar el porcentaje
de aumento del desmonte respecto del terraplén necesario, puesto
que depende de factores tan variables como los distintos tipos de
suelos, la mayor o menor profundidad de las excavaciones, las
condiciones de humedad de las tierras, su textura y estructura, su
contenido en materia organica, la mayor o menor aptitud de los
tractoristas y las caracteristicas propias de los equipos mecanicos
utilizados en este tipo de trabajos (LAGUNA, 1968).

8.3. Préctor estandar y modificado

El término compactacion, que hemos visto in extenso en el epigrafe
anterior, se utiliza también en la descripcion del proceso de densificacion
de un material mediante medios mecanicos. El incremento de la
densidad se obtiene por medio de la disminucién de la cantidad de aire
que se encuentra en los intersticios 0 espacios vacios que se encuentra
en el material, manteniendo el contenido de humedad del mismo
relativamente constante. En la vida real, la compactacion se realiza sobre
materiales que seran utilizados para relleno en la construccion de
terraplenes, pero también puede ser empleado el material in situ en
proyectos de mejoramiento del terreno.

El principal objetivo de la compactacion es mejorar las propiedades
ingenieriles, edafolégicas, pedoldgicas o geotécnicas del material en
algunos aspectos importantes del mismo, a saber:

e Aumentar la resistencia al corte, y por consiguiente, mejorar la
estabilidad, de terraplenes y la capacidad de carga de cimentaciones y
pavimentos.



e Disminuir la compresibilidad y, por consiguiente, reducir los
asentamientos.
¢ Disminuir la relacién de espacios vacios y, por consiguiente, reducir la
permeabilidad.
e Reducir el potencial de expansion, contraccion o expansion por
congelamiento.

Para medir el grado de compactacion de material de un suelo o de un
relleno se debe establecer la densidad seca del material. En la obtencion
de la densidad seca se deben tener en cuenta los parametros de la
energia utilizada durante la compactacién y también depende del
contenido de humedad durante el mismo. Las relaciones existentes entre
la humedad seca, el contenido de humedad y la energia de
compactacion se obtienen a partir de ensayos de compactacion
efectuados en laboratorio.

La compactacion en laboratorio consiste en comprimir una muestra que
corresponda a la masa de suelo que se desea compactar, con la
humedad calculada y en un molde cilindrico de volumen conocido y con
una energia de compactacion especificada. En la actualidad, se
presentan deferentes tipos de ensayos los cuales determinan el grado de
compactacion del material; entre otros se pueden encontrar los ensayos
de: a) Método del martillo de 2’5 Kg, b) Método del martillo de 4’5 Kg, c)
Proctor (estandar), d) Proctor modificado y e) Método del martillo
vibratorio. Los primeros cuatro citados estan basados en la compactacion
dinamica creada por el impacto de un martillo metalico de una masa
especifica que se deja caer libremente desde una altura determinada;
como resultado del choque el suelo se compacta en un numero de capas
iguales y cada capa recibe el mismo numero de golpes.
Alternativamente, la compactacion en el quinto ensayo esta basada en la
combinacion de la presion estatica y la vibracion. El suelo se compacta
en tres capas iguales, presionando fuertemente hacia abajo el
compactador vibratorio durante un periodo de 60 segundos en cada
capa.

Los resultados obtenidos a partir del ensayo proporcionan una curva, en
la cual el pico mas alto dicta el contenido de humedad 6ptima a la cual el
suelo llega a la densidad seca maxima. Por medio de los ensayos se ha
podido determinar que, por lo general, la compactacion resulta mas
eficaz en los materiales bien gradados -que contienen una cantidad
notoria de elementos finos, como las arcillas o ciertos limos- que en los
materiales de gradacion uniforme que carecen de finos (arenas o
gravas).

Los materiales o instrumentos mas relevantes que se emplean para ello
son los siguientes:



e MOLDE DE COMPACTACION: Los moldes deberan ser cilindricos
de paredes soélidas, fabricados con metal y con las dimensiones y
capacidades mostradas mas adelante. Deberan tener un conjunto
de collar ajustable aproximadamente de 60 mm. (2 3/8") de altura,
que permita la preparaciéon de muestras compactadas de mezclas
de suelo con agua de la altura y volumen deseado. El conjunto de
molde y collar debera estar construido de tal manera que pueda
ajustarse libremente a una placa hecha del mismo material.

Fig. 21. Molde de compactacion.

e MARTILLO DE COMPACTACION: Consiste en un martillo metalico
gue tenga una cara plana circular de 50.8 £ 0.127 mm. (2 £ 0.005")
de diametro, una tolerancia por el uso de 0.13 mm. (0.005"), y que
pese 2.495 + 0.009 kg. (56.50 + 0.02 Ib.). El martillo debera estar
provisto de una guia apropiada que controle la altura de la caida
del golpe desde una altura libre de 304.8 £ 1.524 mm. (12.0 + 0.06"
6 1/16") por encima de la altura del suelo. La guia debera tener al
menos 4 agujeros de ventilacion, no menores de 9.5 mm. (3/8") de
diametro espaciados aproximadamente a 90° y 19 mm. (3/4") de
cada extremo, y debera tener suficiente luz libre, de tal manera que
la caida del martillo y la cabeza no tengan restricciones.

@ I

Fig. 22. Martillo de compactacion.

« HORNO DE ROTACION: Es de 110 grados centigrados con tolerancia
de +/- 5 grados centigrados. Sirve para secar el material.




Fig. 23. Horno de rotacion.

e BALANZA CON ERROR DE 1 GR.: Sirve para pesar el material y los
diferentes tipos de recipientes empleados en la operatoria.

Fig. 24. Balanza con error de 1 gramo.

e RECIPIENTES: Es alli donde se deposita, precisamente, el material a

analizar.

o

Fig. 25. Modelo de recipiente.

e TAMICES: Consiste en un serie de tamices de malla cuadrada para
realizar la clasificacion No 4 y ..

Fig. 26. Diversos tipos de tamices.

9. MAQUINARIA NECESARIA PARA LA EXPLANACION



El objetivo principal de todo nuestro estudio evidentemente no es otro
que el de nivelar 6ptimamente un terreno con un fin determinado.
Podemos intentar, para la consecucion de este fin, utilizar varios tipos de
aparatos topograficos para su medicion, emplear diversos métodos de
calculo o varias formas de replantear los puntos, etc. Pero lo
verdaderamente esencial es transformar un terreno natural cualquiera en
una plataforma apta para su aplicacién a una finalidad en particular.

Ahora bien, si hasta el momento nos hemos referido a cémo preparar
este tipo de trabajos en gabinete, pensamos también los autores (aunque
no sea ésta nuestra finalidad esencial) presentar a la comunidad varias
formas de ejecucidn material de los movimientos de tierras precisos en
campo con las técnicas, procedimientos y maquinaria actual, para
conseguir llevar a cabo, de forma eficiente (eficaz al menor coste
economico) esta clase de obras.

En epigrafes anteriores de este mismo libro hemos analizado la
preparacion del trabajo, mediante la toma de datos en campo y el
posterior calculo volumétrico de la parcela, adecuando un plano de
rasantes, tanto en campo como en gabinete. Una vez obtenidos los
resultados definitivos, de lo que se trata es de reflejarlos sobre el terreno
de forma precisa para que los procesos mecanicos subsiguientes
realicen correctamente su labor y consigan los resultados previstos en el
estudio.

Debemos tener en cuenta varias consideraciones, a este respecto. En
primer lugar, que el replanteo de los puntos en el terreno objeto de la
transformacion sirvan para que la maquinaria pueda desarrollar su labor
de forma precisa, es decir, que no entorpezcan el transito de vehiculos y
personas y que ademas perduren “in situ” el mayor tiempo posible,
puesto que ello supone un ahorro considerable de costes topograficos.
Evidentemente, para esto debemos tener bien en cuenta qué tipo de
maquinaria es la que se dispondra para la nivelacién/explanacion de la
parcela.

El replanteo inicial de los puntos en una parcela para su transformacion
se realiza a modo de malla, como ya se ha apuntado, con una distancia
entre los puntos equidistante que puede oscilar en funcién de la forma y
extension de la parcela, aunque es recomendable entre los diez y los
treinta metros, siendo bastante usual el emplear una cuadricula de
veinticinco metros de lado. La densidad de puntos en este caso ofrece
garantias de precision y resulta suficientemente amplia para permitir el
paso de las diferentes maquinas existentes en el mercado.

Las grandes transformaciones de terrenos, donde los volumenes a
remover sean importantes, o bien los desmontes y terraplenes tengan



espesores considerables, se realizan con maquinaria pesada, que se
adapta bien a los grandes desniveles y puede mover grandes cantidades
de materiales. Los bulldozers (del inglés “niveladora”) son maquinas
motorizadas de gran potencia, que se utilizan para mover y transportar
grandes volumenes de materiales. Una vez se ha realizado el
movimiento de tierras, se refina con otra clase de maquinaria como las
motoniveladoras y los tractores provistos de aparatos laser de nivelacion.

Los primeros bulldozers aparecieron en el afio 1929, adaptados a partir
de tractores agricolas, con el fin de realizar movimientos de tierra y otros
materiales. En origen carecian de cabina, con lo que el conductor iba
desprotegido con respecto a las inclemencias del tiempo y el polvo.
Actualmente todos los modelos modernos ya incluyen una cabina para
seguridad del conductor que, complementariamente, puede llevar los
instrumentos precisos para el logro de un mayor confort del operador
(radio y equipos de audio, aire acondicionado/climatizador, etc.).

Un bulldozer conocido como topador, por el lampon, dispone
principalmente de dos modos de equipo de trabajo: la placa o pala
metalica y el rompedor o ripper. La placa metalica, ubicada en la parte
delantera de la maquina, es usada para poder desplazar el material hacia
un lugar determinado mediante el empujado del mismo. El rompedor,
situado en la parte trasera de la maquina, es utilizado para escarificar o
romper el material a transportar, o bien para poder excavar un material
que la pala delantera no es capaz de excavar debido a su rozamiento
interno; por tanto, se escarifica para facilitar el posterior transporte del
material. Los bulldozer se pueden utilizar para el transporte de
materiales, principalmente en la construccion, en la mineria, en la
agricultura, en trabajos de la via publica e incluso para usos militares.

Fig. 27. Explanacién de un campo de futbol en San Carlos de la Rapita (Tarragona).

La motoniveladora, es una de las maquinas mas apreciadas para realizar
la finalizacion o refino de las explanaciones de terrenos, es decir cuando
los grandes movimientos de volumenes se hayan realizado por parte de
la maquinaria pesada, o bien en explanaciones donde no sea necesario
mover grandes cantidades de volumenes solidos. Esta maquina esta
provista de una cuchilla metalica de perfil curvo que descansa en un tren
delantero con ruedas. Por su rapidez y precision para perfilar parcelas es
el tipo de maquina ideal para perfilar y explanar cualquier tipo de terreno.
También puede perfilar terraplenes, desmontes, carreteras, caminos y
cunetas, puesto que se puede adaptar la cuchilla con el grado de
inclinacion necesario hasta los 90°, asi como inclinarse y girar
horizontalmente hacia derecha e izquierda, indistintamente. Es, sin duda,
una de las maquinas mas completas del mercado, aunque precisamente



su gran versatilidad y multiples funciones hacen que su manejo requiera
también un alto grado de especializacion.

Fig. 28. Motoniveladora.

En general, todo uso de maquinaria conlleva una serie de riesgos
asociados, como pueden ser los siguientes:

Golpes o contactos con elementos méviles de la maquina.
Atrapamiento por vuelco de maquinas.

Contactos térmicos y/o eléctricos.

Explosiones e incendios

Atropellos, golpes y choques con o contra vehiculos.

Riesgo de daios a la salud derivados de la exposicién al polvo.
Riesgo de dafios a la salud derivados de los ruidos y vibraciones.

NoOa~wDd=

Por todas estas razones, incluido el posible atropello de personas, que
por supuesto siempre es lo mas importante, debemos precisar ciertas
recomendaciones generales como las siguientes:

o Es recomendable que la maquinaria esté dotada de avisador
luminoso de tipo rotatorio o flash.

o Debe tener sefal acustica de marcha atras.

o Cuando la maquina circule unicamente por la obra, debe

comprobarse que el conductor esta autorizado, tiene la formacién e
informacion especifica y se ha leido su manual de instrucciones. Si la
maquina circula por una via publica, es necesario que el maquinista
posea el carnet B de conducir o, en su caso, el que determine la
legislacion vigente.

o Verificar que se mantiene al dia la ITV (Inspeccion Técnica de
Vehiculos).

o Antes de iniciar los trabajos, verificar que todos los mecanismos de
la maquinaria funcionan correctamente y estan en perfecto estado.

o Esta prohibido el uso del teléfono movil, excepto si se dispone de
kit de manos libres.

o Ajustar el asiento y los mandos a la posicion adecuada del

maquinista.



o Asegurar la maxima visibilidad de la maquinaria mediante la
limpieza de los retrovisores, parabrisas y espejos.

° Comprobar que la cabina esté limpia, sin restos de aceite, grasa o
barro y sin objetos desordenados en la zona de los mandos.

o El conductor tiene que limpiarse el calzado antes de utilizar la
escalera de acceso a la cabina.

o Subir y bajar de la maquinaria soélo por la escalera prevista por el
fabricante, de cara a la maquina y agarrandose con las dos manos.

o Verificar que todos los rétulos de informacion de los riesgos estén
en buen estado y situados en lugares bien visibles.

o Comprobar la existencia de un extintor en la maquinaria,
periddicamente verificado.

° Verificar que la altura maxima de la maquinaria es la adecuada
para evitar interferencias con elementos viarios o similares.

o Mantener limpios los accesos, asideros y escaleras.

o Conducir la maquina unicamente desde el asiento del conductor.

o No permitir la presencia de trabajadores o terceros en el radio de
accion de la maquina.

o No permitir el transporte de personas ajenas a la actividad.

o No subir ni bajar del vehiculo con la maquinaria en movimiento.

° Durante la conduccion, utilizar siempre un sistema de retencion

(cabina, cinturén de seguridad o similar). Fuera de la obra, es obligatorio
el uso del cinturén de seguridad.

o Al reiniciar una actividad tras producirse lluvias importantes, hay
que tener presente que las condiciones del terreno pueden haber
cambiado. Asimismo, hay que comprobar el correcto funcionamiento de
los frenos.

o En operaciones a efectuar en zonas proximas a cables eléctricos,
hay que comprobar la tensién de los mismos para identificar la distancia
minima de trabajo.

o Detener el trabajo si la visibilidad disminuye por debajo de los
limites de seguridad recomendables (lluvia, niebla,...) hasta que las
condiciones meteoroldgicas mejoren. En tal caso, se debe aparcar la
maquina en un lugar seguro y sefalizado.

o Esta prohibido bajar pendientes con el motor parado o con el
cambio de marchas en punto muerto.

o Realizar las entradas o salidas del solar con precaucion vy, si fuese
necesario, con el apoyo de un sefalista.

o En operaciones que exijan maniobras complejas o peligrosas, el
maquinista tiene que disponer de un sefialista experto que lo guie.

o Mantener el contacto visual permanente con los equipos de obra
que estén en movimiento y los trabajadores del puesto de trabajo.

o Respetar la sefalizacion interna de la obra.

o Evitar desplazamientos de la maquinaria en zonas situadas a

menos de 2’00 metros del borde de coronacion de taludes.



o Comprobar que la ventilacion resulta suficiente o que los gases se
han extraido en los trabajos en locales cerrados.

° En los traslados, en particular de las motoniveladoras, se debe
circular con la hoja elevada sin que se sobrepase el ancho de la
maquina.

o En trabajos en pendientes, en particular en el caso de las
motoniveladoras, hay que trabajar en sentido longitudinal, nunca
transversalmente.

° Orientar el brazo hacia abajo, en concreto las motoniveladoras casi
tocando el suelo, durante los desplazamientos en terrenos en pendiente.
o Durante las operaciones de mantenimiento o reparacion, no se

debe utilizar ropa holgada, ni joyas, y utilizar los equipos de proteccion
adecuados; la maquina debe estar estacionada en un terreno llano, con
el freno de estacionamiento puesto, la palanca de marchas en punto
muerto, con el motor parado y la bateria desconectada.

o Segregar los residuos generados como consecuencia de una
averia o de su resolucion en contenedores adecuados.
o En operaciones de transporte, comprobar si la longitud, la tara y el

sistema de bloqueo y sujecion son los adecuados. Asimismo, hay que
asegurarse de que las rampas de acceso pueden soportar el peso de la
maquina y, una vez situada, hay que retirar la llave del contacto.

o Estacionar la maquinaria en zonas apropiadas, de terreno llano y
firme, sin riesgos previsibles de desplomes ni obstaculos relevantes,
desprendimientos o inundaciones (como minimo situandola a dos metros
de los bordes de coronacion de los taludes). Hay que poner los frenos,
apoyar la pala en el suelo, sacar las llaves del contacto, cerrar el
interruptor de la bateria y el compartimiento del motor.

10. TRANSPORTE DE MATERIALES

Un camién es un vehiculo motorizado, que se emplea para transportar
todo tipo de materiales aridos y otros para las obras de tierra y de fabrica,
asi como las maquinas propias de este tipo de operaciones. Estan
construidos sobre una base o estructura resistente, que se llama
“chasis”, y que puede ser en algunos casos portante, y se completan con
una cabina para el conductor y acompanante, y el resto es la estructura o
zona destinada para el transporte de la carga propiamente dicha.

Existen diversos tipos de camiones en funcion del trabajo que se deba
realizar: el camion volquete, dumper, géndola, cisterna, grua vy
autobomba. Esta variedad de vehiculos da paso a multiples usos de
camiones como, por ejemplo, el camion hormigonera, de bomberos,
cisterna, de basuras, gruas, tractocamion, basculante, volquete, etc.



Para las obras de tierra como las que aqui nos ocupan, por ejemplo, se
emplean camiones con volquete, también llamados “basculantes o
bafieras”. La mayoria de ellos estan formados por un chasis portante,
generalmente formado por un marco estructural, una cabina y una
estructura metalica para transportar la carga. En los camiones
denominados dumpers, la caja basculante se adapta a un bastidor
dotado de motor, ya prefabricado en serie. Las cargas que transportan
dichos vehiculos oscilan por su cuantia segun las dimensiones del
camion, pero suelen estar de media en torno a las 20 toneladas, y
descargan a base de vuelco, siempre apoyandose en la parte trasera del
chasis.

La capacidad de carga de los camiones denominados como “volquetes”
esta en torno a los 13,5 m®. Por lo que se refiere a las “baneras” éstas
son de 24 m® de capacidad. Para los denominados dumpers, existen
varios tipos de ellos, cuya capacidad de carga hallase en relacion con el
tamano de los mismos, del orden de los 2/3 del total; asi, por ejemplo,
para el vehiculo de 35 Tn., la capacidad de carga es de 23 Tn., para el
de 50 Tn. la carga puede llegar hasta las 35 Tn. y, por ultimo, para el de
90 Tn., la carga es de unas 60 Tn.

Fig. 29. Camion-volquete utilizado en mineria y para movimientos de tierras (dumper).




Fig. 30. Camion-bafiera para el transporte de aridos.

Fig. 31. Géndola de 3 vias para el transporte de maquinaria.

Desde luego, el mejor procedimiento para hacer mas econdémico el
transporte, en este tipo de obras, consiste en disminuir las vueltas del
vehiculo de transporte en la medida de lo posible, lo que se consigue

(cuando la ondulacién del terreno a explanar exige desmontar en varios
lugares y rellenar en otros de forma alternada) haciendo viajes de ida y
vuelta en trayectos siempre comprendidos dentro de la distancia maxima
de transporte econdmico previamente calculada, llenando la arrobadera
en los puntos altos -que se vacia en el punto bajo inmediato- para volver
a llenar en el punto alto siguiente y volcar la tierra en el otro punto bajo
que le sigue, para, cuando se llega al ultimo, dar la vuelta, haciendo igual
operacion pero en sentido contrario, hasta llegar nuevamente al punto de
partida, y asi empezar de nuevo la operatoria resefada.

Si lo que se pretende es terraplenar una hondonada a costa de la tierra
de las vertientes contiguas, resulta conveniente, siguiendo este mismo
procedimiento, llenar en uno de los puntos altos del terreno, vaciar la
arrobadera en el punto bajo que se pretende rellenar y continuar en linea
recta hasta alcanzar la vertiente opuesta, desde donde volvera para
vaciar en el mismo hoyo de la ida, hasta regresar al objeto de llenar
nuevamente en el punto de partida (FRANQUET, 1995).

Por lo que se refiere, en fin, al calculo de la distancia media de transporte
dentro de la parcela a explanar puede emplearse el denominado “método
Rios” o bien el siguiente procedimiento que, sin tener el rigor técnico del
anterior, aunque basado en los mismos principios, resulta mas expeditivo
y ofrece la suficiente aproximacion para la redaccién de proyectos,
siendo especialmente util cuando éstos han de ser ejecutados por
empresas contratistas adjudicatarias mediante la preceptiva subasta de



las obras, ya que en ellas son depurados los precios que son los que, en
definitiva, se desea aquilatar con la distancia media de transporte.

La principal ventaja de este sistema reside en que se opera
exclusivamente con los datos necesarios para la cubicacion del bancal
por el método de la “cota roja media”. Es decir, se utilizan solamente las
cotas rojas de los centros de gravedad de las cuadriculas de la malla o
red, lo que confiere al sistema una gran simplicidad si se consideran dos

series de cuadriculas, como es el caso normal en la determinacion
practica del volumen del desmonte a efectuar.

Mediante este procedimiento, se suponen descompuestos los volumenes
totales de desmonte y terraplén, exigidos por la construccion del bancal o
solar, en tantos prismas verticales como cuadriculas se han considerado
para llevar a cabo la cubicacidon del mismo, con las bases superiores e
inferiores constituidas por planos horizontales, de areas iguales a las
cuadriculas establecidas y de alturas las cotas rojas de sus centros de
gravedad.

Para determinar la distancia media de transporte de las tierras se tienen
en cuenta igualmente, por un lado, las compensaciones entre estos
prismas y, por otro, los transportes que tedricamente serian necesarios
para transformar la superficie del terreno, en cada prisma, en los planos
horizontales que se han indicado. Esto es, se diferencian unos
transportes de compensacién y otros de transformacion, aunque en la
realidad ambos se llevan a efecto simultaneamente.

Pues bien, la distancia media de transporte de compensacion de los
prismas de desmonte y terraplén sera la correspondiente a la distancia
existente entre los centros de gravedad de los volumenes totales de
desmonte y de terraplén del bancal o solar que es objeto de nuestro
estudio (LAGUNA, 1968).

CAPITULO 3 ,
LA UNIFORMIDAD EN LA DISTRIBUCION



ALTIMETRICA DEL TERRENO

1. EL CONCEPTO DE “COEFICIENTE DE UNIFORMIDAD
ALTIMETRICA”

La uniformidad es una magnitud que caracteriza a la
distribucion de cualquier variable altimétrica por la superficie de un
terreno determinado. Por ello, hemos creido conveniente ampliar
el concepto de “uniformidad altimétrica” al estudio del
comportamiento de ciertas variables topograficas. Los nuevos
coeficientes de uniformidad aqui propuestos se podran utilizar,
indistintamente, para la evaluacion altimétrica de los terrenos
analizados.

Por lo que se refiere a los antecedentes, veamos que ya en el
libro de J. M. FRANQUET titulado Analisis territorial (Division,
organizacién y gestiéon del territorio), citado en la bibliografia, y
concretamente en su capitulo 12 (“Uniformidad y equilibrio del
territorio”), se propone y define el concepto de “coeficiente de
uniformidad territorial” como medida de la uniformidad de la
distribucién de una variable socioecondémica por un cierto territorio,
precisamente de sentido contrario a su grado de variabilidad. Pues
bien, creemos que una extension de dicho concepto a la evaluacion
de la distribucién de las variables altimétricas resulta perfectamente
posible y provechosa para el analisis y conceptualizacion de los
terrenos a explanar.

El proceso de calculo que aqui se propone comienza con la
determinacion del coeficiente de variacién (CV) de Pearson® (que,
como es sabido, tratase de una medida abstracta de dispersion
relativa de los valores de la variable aleatoria estadistica,
profusamente utilizada) de las cotas de un terreno determinado; de
hecho, en el capitulo siguiente de “Analisis estadistico y uniformidad
altimétrica” lo hemos aplicado a un caso concreto. Es obvio que el

% Karl Pearson (Londres 27 de marzo de 1857- Londres, 27 de abril de 1936) fue un prominente
cientifico, matematico, historiador y pensador britanico, que establecié la disciplina de la estadistica
matematica. Desarrolld una intensa investigacion sobre la aplicacion de los métodos estadisticos en la
biologia y se le considera el fundador de la bioestadistica. Fue un positivista radical, en la tradicion de
Berkeley y Ernst Mach. Era partidario de la eugenesia y un protegido y bidégrafo de Sir Francis Galton. En
1911 fundo6 el primer departamento de estadistica en la Universidad de Londres, donde fue profesor y
donde dirigi6 el Laboratory of National Eugenics creado por Sir Francis Galton. Fundé en 1902 la revista
Biometrika, desde entonces una de las mas importantes en el campo de la estadistica.



terreno en cuestion se hallara tanto mas equilibrado desde el punto
de vista, por ejemplo, de la distribucion de las cotas taquimétricas,
cuanto menores sean los valores de su CV (“coeficiente de
variacion” de Pearson) referido a la variable “cota”. Destaca, del
coeficiente elegido como medida de Ila \variabilidad, su
adimensionalidad, es decir, su independencia de las unidades de
medida, permitiendo establecer la comparacion entre terrenos
diferentes, lo que no resulta posible efectuar mediante el exclusivo
empleo de la varianza o de su raiz cuadrada: la desviacion tipica o
“standard” de la correspondiente distribucion de frecuencias.

Al respecto, y como medida de la uniformidad en la distribucion de las
cotas taquimétricas o de cualquier otra variable topografica en un terreno
determinado, pueden utilizarse los diversos coeficientes que
propondremos a continuacion (expresados en %), de sentido contrario a
la variabilidad antedicha.

El primero de ellos podria ser el siguiente:

CU, =100(1 - CV), de gran sencillez y aplicabilidad, siendo: CV = o/ X
, en que X es la media aritmética de los valores de la variable analizada

(altitud o cota taquimétrica) y o es su desviaciéon tipica o "standard"
(desviacion cuadratica media).

El significado fisico del CV se deduce claramente si aceptamos que
todos los valores de la variable “cota”, o cualquier otra suficientemente
significativa elegida para su aplicacion, se distribuyen de acuerdo con la
curva campaniforme de una distribuciéon normal (véase la posterior figura
2 y el anexo n° 3) y, por lo tanto, se tendra lo siguiente en base a los
conceptos ya sefalados en el epigrafe inicial del mencionado anexo:

a) Practicamente, todos los valores observados se hallaran
comprendidos en el entorno: (1 + 3-CV) X.

b) Aproximadamente, el 95% de las observaciones se encuentran
comprendidas en el entorno: (1 + 2:CV) X.

c) Si se toman las n/4 observaciones de valores mas bajos del total
de los n valores medidos de la variable en cuestion (cuyo valor superior
sera el primer cuartil Q, de la distribucién de frecuencias), su media

aritmética serd igual a: q,.= (1-1'27-CV) X.
d) ElI 6827% de las observaciones realizadas estaran
comprendidas en el intervalo: (1 + CV)X.

Otros coeficientes de uniformidad topografica podrian definirse a partir de
las siguientes expresiones:



CU, = (Q4/X) x 100 (de menor aplicabilidad) y CU, = (q,5/ X ) x 100,
siendo q,;, como ya se ha visto, el valor medio del cuarto inferior de los
valores de la variable topografica analizada.

En relacion a la uniformidad topografica a la que nos venimos refiriendo
en el presente epigrafe, veamos que la propiedad mas interesante de la
distribuciéon normal de los valores de la variable topografica analizada es
que si se toma el 25% de los valores mas bajos, su valor medio, es decir,
lo que hemos denominado q.., valdra, segun se deduce del estudio de la

distribucion normal:
Qs = (1-127-CV)-X

con lo que el coeficiente de uniformidad CU; anteriormente definido,
tomara el valor:

CU, =100 (1 - 127-CV) < CU,

Si suponemos, v.gr., un cierto terreno en el que analizando la distribucion
de las cotas taquimétricas obtenemos un CV = 0'32, veamos que:

CU, =100 (1-0'32) = 68'00%
CU, =100 (1-127 x0'32) = 59'36% ,

aunque dependeria de las circunstancias el escoger uno u otro indice
para la medida de la uniformidad topografica (altimétrica) que se analiza,
lo que constituye una responsabilidad del topografo experimentador o de
la reglamentacién que pudiera elaborarse al respecto. De hecho, el CU;
siempre ofrecera, expresado en %, por su propia configuracion analitica,
valores absolutos mas bajos que el correspondiente CU4, tanto si se trata
de valores positivos como negativos (véase, al respecto, el grafico de la
figura 3). Por otra parte, segun se deduce del estudio ya realizado de la
distribucion normal, se cumplira que: Q,=(1-0'68-:CV)-X, que sera el
intervalo correspondiente al 50% de los casos o "rango intercuartilico"
(Q,-Q,) de la distribucion de probabilidad, con lo que también:

CU, =100 (1 - 0'68-CV),

que, logicamente, sera el mayor de los cuatro coeficientes de
uniformidad topografica aqui definidos (ver figura 3).

Asi pues, y en base a dichos coeficientes, resulta un CU (medio) de : Z =
-0'9375 (media aritmética), o bien Z = -0'9117 (media geométrica), por lo



que podriamos considerar, como medida "standard" de la uniformidad de
un colectivo cualquiera, un CU= 100 (1 - 0'92:CV), cuyo intervalo, bajo la
hipotesis de normalidad en la distribucidn de los valores de la variable
topografica analizada, abarcaria un 64'24% de los casos, segun puede
comprobarse mediante las tablas de las figuras mas completa de areas y
ordenadas bajo la funciéon normal, que adjuntamos en el anexo n°: 3 de
este mismo libro (ver figuras A-3.7., A-3.8. y A-3.9 del mencionado
anexo).

En el ejemplo anteriormente propuesto, se tendra:
CU, =100 (1-0'68 x 0'32 ) = 78'24%
CU =100 (1-0'92 x 0'32 ) = 70'56%

pudiendo, en la practica, escoger cualquiera de ellos como medida de la
uniformidad topografica que deseamos realizar.

2. OTROS COEFICIENTES DE UNIFORMIDAD TOPOGRAFICA

2.1. Basados en la desviacion media absoluta

La "desviacion media" es la media aritmética de las desviaciones
absolutas de los n valores de la variable topografica analizada respecto a
un promedio cualquiera. Si tomamos, como dicho promedio, la media

aritmética o esperanza matematica X =«, su expresion sera, en el caso
de una distribucion de frecuencias unitarias:

‘x1 —)_(‘+‘x2 —Y‘+...+

X, —Y‘ B ;‘Xi _Y‘

n n

DM =

(este valor resultaria minimo si en vez de considerar la X hubiéramos
tomado la mediana Me = Q, o valor central de la correspondiente

distribucién de frecuencias).

Este valor estadistico no es de mucha utilidad en Estadistica debido a
que no es facil manipular dicha funcién al no ser derivable. Siendo mas
formales, veamos que la “desviacién media” deberia llamarse “desviacion
absoluta respecto a la media”, para evitar confusiones con otra medida
de dispersion, la “desviacion absoluta respecto a la mediana”, DMe, cuya
férmula es la misma, sustituyendo la media aritmética I por la mediana
Me. Pero tal precision no resulta relevante, porque la desviacion absoluta
respecto a la mediana es de uso todavia menos frecuente.



Por otra parte, en el caso de operar con frecuencias
agrupadas o conjuntas, lo que sucedera cuando se opte por agrupar
los valores de la variable topografica analizada por intervalos de

clase, se tendra que:
n,+N, +...+n, :Zh:ni =n
i=1
oM = ‘x1 —Y‘-m +‘x2 —Y‘-nz +...+‘xh —Y‘-nh _

n

h —
Z‘xi—X‘-ni ) B
— i=1 :Z‘Xi_x‘.fi

n i=1

Pues bien, en base a ella, podriamos definir el siguiente nuevo
coeficiente de uniformidad:

CU, =100 (1 - DM/X),

que, en realidad, resulta similar al CU4, habiendo substituido la
desviacion tipica o "standard" por la desviacibn media absoluta,
como medida absoluta de dispersion, por el terreno analizado, de
los valores de la variable aleatoria topografica (cota taquimétrica,
volumenes de desmonte o de terraplén, ...). Normalmente, para un
mismo terreno, se cumplira que:

CU,<CU,<CU<CU,<CU,<CU,

estando los valores de todos estos coeficientes de
uniformidad limitados o acotados superiormente en el 100%, segun
podra comprobarse, de modo grafico, en la figura 3.

2.2. Basados en otras medidas de dispersion y concentracion
2.2.1. indice de Giniy curva de Lorenz

Tedricamente, la distribucion perfecta de la variable altimétrica tendra
lugar cuando, por ejemplo, en un determinado terreno, todos sus puntos
tengan la misma cota taquimétrica, lo que podria constituir un
desideratum ideal en el caso de buscar una nivelacién horizontal cuasi-
perfecta (por ejemplo, para un campo de futbol o una parcela arrozal)
pero, en cualquier caso, presenta una medida de la uniformidad en la
distribucién de las cotas taquimétricas por dicho terreno. En este caso, al
representar los porcentajes acumulados de las cotas frente a los
porcentajes acumulados de las estacas o vértices, se obtendra la recta



de ecuacion: gj = pj, coincidente con la bisectriz del primer cuadrante, y

el indice de GINI valdra 0. Obviamente, este indice se encuentra mas
proximo a 1 cuanto peor esta distribuida, por el terreno, la variable
topografica que estamos evaluando.

En los libros de A. PULIDO SAN ROMAN* y de A. ALCAIDE
INCHAUSTI*', podemos encontrar presentaciones diferentes de la
medida que hemos empleado para parametrizar la concentracion de las
cotas o alturas en el ejemplo practico desarrollado al respecto: el indice
de GINI. Para interpretar correctamente su significado, resulta suficiente
con observar que G varia entre los valores extremos 0 y 1, tomando el
valor minimo o nulo cuando cada pj es igual a su correspondiente g, l0

que provoca la anulacion del numerador de su expresion definitoria; es
decir, cuando cualquier porcentaje de puntos del terreno posee un
porcentaje igual de cota taquimétrica sobre el global. O bien, dicho de
otra manera, G = 1 tendria lugar en el supuesto tedrico o hipotético de
que todas las qj fuesen nulas, excepto la dultima o k-ésima

(correspondiente al ultimo intervalo de clase considerado) que
concentraria todas las cotas de los puntos del terreno que nos ocupa, lo
que sefalaria la menor uniformidad u homogeneidad en la distribucion
posible.

Todos estos conceptos pueden precisarse mucho mejor representando
en un diagrama la funcion: pj = f(qgj), o bien su inversa: gj = ¢(pj), que

permite obtener una linea poligonal construida por encima (o por debajo)
de la diagonal de un cuadrado que tiene un extremo en el centro u origen
de coordenadas cartesianas rectangulares y el otro extremo en el punto
de coordenadas (100,100). Esta figura, denominada CURVA DE
LORENZ, frecuentemente usada en el Analisis estructural econémico,
pondra de manifiesto una distribucidon de las cotas o alturas mas
equitativa en la medida que la linea poligonal resultante (que tendera a
convertirse en una curva al aumentar el numero de puntos en estudio) se
sitie mas proxima a la citada diagonal (o bien G mas préximo a 0) y
también reciprocamente*.

Otra forma de observar la curva de Lorenz es estimando el area de la
superficie que se encuentra comprendida entre la curva y la diagonal del
primer cuadrante (la recta p = q). Esa superficie se denomina area de
concentracion.

“Estadistica y Técnicas de Investigacion Social. Ed. ANAYA. Madrid, 1971, pag. 111.

*'Estadistica Econémica. Ed. SAETA. Madrid, 1973, pag. 294.

*2Asi pues, cuanto mas pequefia sea el 4rea rayada comprendida entre la curva de Lorenz y la diagonal del
primer cuadrante del circulo, mejor sera también la distribucion de la variable topografica (cota
taquimétrica) que es objeto de nuestro estudio.



El indice Gini constituye un indice de concentracién de los valores de la
variable aleatoria estadistica o topografica que estamos manejando vy
equivale al doble del area de concentracidn. Su valor estara siempre
comprendido entre cero y uno.

Se considera, en definitiva, que existe equidistribucion de las cotas del
terreno cuando p; = q;, Y en esta circunstancia, la expresada curva de
Lorenz descansa sobre la diagonal antedicha, o sea, se trata de una
recta que descansa sobre la bisectriz del primer cuadrante del circulo. En
un caso general adopta, por ejemplo, la configuracidn grafica siguiente:

4 (100, 100)
(0, 100) —

di
Pi = Qi

45°

»

0,00 (100, 0)

Fig. 1. Curva poligonal de Lorenz.
2.2.2. Indice de Williamson

Por otra parte, en el mismo orden de ideas, juzgamos recomendable la
utilizacion, a los efectos de medir el grado de concentracién/dispersion
de la variable topografica en estudio, del denominado "indice de
Williamson", que nos ofrecera una buena informaciéon en cuanto al nivel
de agrupacion de los valores de la variable aleatoria estadistica (q;) en
relaciéon al valor central o media de la correspondiente distribucion de
frecuencias.

En el caso que se desarrolla extensamente en el capitulo siguiente de
nuestro libro, con 15 vértices o estacas, la formula pertinente vendra
dada por la expresion:

con el siguiente significado:



x; = cotas taquimetricas observadas de los puntos del terreno.

n. = nimero de puntos por cota altimétrica (en nuestro caso, V
n; = 1)

X = media aritmética de las cotas del terreno.

n = numero total de puntos del terreno analizado.

2.2.3. Indice de concentracién de Lorenz

A mayor abundamiento, desarrollaremos el calculo de este nuevo indice
desde el mismo diagrama o curva que hemos propuesto anteriormente.
Tal como se ha venido considerando, se obtendran siempre curvas
concavas hacia las y positivas, y que se hallan situadas por debajo de la
diagonal del cuadrado que pasa por el origen de coordenadas y por el
punto (100,100).

Asi pues, tendremos:

| = (a'Q1)+(za'Q2)+-"+[(n'1)a'Qn-1]
at+t2a+..+(n-1)a

(1),

donde a es la media aritmética de los porcentajes de las cotas de los
diferentes puntos del terreno correspondientes a cada intervalo de clase,
o sea:

X =25 400 : a=F__ ;

R n n
XN,
i=1

De esta manera, se cumplira también que:

q, =X,

q, =X, + X,

gs= X, + X2 + X3

Ga= X, + Xo+ X5+ X4
Q5= X, + Xo+ X3+ Xy + X5



que es justamente el criterio que hemos seguido en todo momento para
la elaboracion de la tabla correspondiente. Debe tenerse bien presente
que, en este caso, la ordenacion de los valores de las Xj es preciso

realizarla de menor a mayor.
Desarrollando la expresion anterior (1), obtendremos:

_a+2a+..+(n-1)a-(q, *qy +...+q,,)
at2a+..+(n-1)a

n-1
Gyt GptetGug g ;q‘ _
a+2a+..+(n-1)a n(n-1)a

L

yaque: 1+ 2+ ...+ (n-1) =n-(n-1)/2 , dado que se trata de la adicién de
los (n-1) primeros términos consecutivos de una progresion aritmética de
razén igual a la unidad (demostrable por induccién completa®®), y
ademas: n-a = g, por la propia definicion que hemos considerado de la

media aritmética a.

Veamos, entonces, los valores que adopta este nuevo indice en los
casos extremos posibles. Efectivamente, si la concentracion de las
cotas o alturas del terreno es maxima, tendremos que:
n
X=X, =X,,=0, ytambién :q,=> X,

i=1

= X
n-1 q, n-1 q,
n-1
dado que: Y g, =0

i=1

Sin embargo, si la concentracion de dichas cotas es minima, o sea, la
distribucién de la misma variable altimétrica es tedricamente perfecta
desde el punto de vista estadistico (no necesariamente debe suceder
esto en la realidad, sino mas bien acontecera muy raramente, habida

* Tipo de razonamiento, opuesto a la deduccién que partiendo de enunciados particulares, concluye uno
de extension general. Si se consideran todos los casos particulares que incluye el universal, la induccion
se llama completa; si solo algunos se llama induccion incompleta. La demostracion por induccion
completa es, en realidad, el desarrollo de un proceso de deduccion. El nombre que le damos se debe a una
similitud aceptada con los procesos de induccion propios de las ciencias naturales.



cuenta de las irregularidades propias del relieve del terreno en estudio),
se tendra lo siguiente:

n-1 _
$a = nn-1)
i=1 2

en cuyo caso, el indice de concentracion de Lorenz sera:

2 ;qi_ 2 ne(n-1)-a_
n-1 q, n-1 2en-a

1-1=0

De hecho, estos valores extremos del indice analizado se corresponden
con similares valores del indice de Gini anteriormente estudiado.
Podemos ver que, cuando: L = 0 (X1=X2=...=Xp=a), sucede justamente

que: gn= n-a, razoén por la cual la curva pertinente es el segmento recto

coincidente con la diagonal del cuadrado al que nos hemos referido con
anterioridad. En el caso de la concentracidbn maxima, resulta: L = 1
(X1=X2=...=Xp-1=0), y la curva poligonal de Lorenz, que constituye un

triangulo rectangulo, viene dada por los dos lados normales o
perpendiculares del cuadrado construido al objeto de trazar el diagrama
en cuestion. Obviamente, cuanto mas se aproxime la curva a la diagonal
relacionada, mas perfecta sera -al menos desde el punto de vista
estadistico- la distribucién de la variable topografica en estudio. Incluso
podemos dar una interpretacion geométrica del indice de Lorenz de esta
manera: el numerador de la formula (1) se puede considerar como la
adicion de las areas de (n-1) rectangulos de base igual a la unidad y
altura: (h-a - gnh), vh €[1,2,...,(n-1)]. EI denominador, en este caso, es la

suma de las areas de (n-1) rectangulos de base unidad y altura: h-a, Vh
€[1,2,...,(n-1)]. Si observamos lo que representa la suma de estos
rectangulos, deduciremos que el numerador de la expresion (1) es el
area comprendida entre la curva poligonal de Lorenz y la diagonal del
cuadrado, mientras que el denominador es precisamente el area de la
mitad de dicho cuadrado®*.

Este indice es equivalente al anteriormente estudiado de Gini y obliga a
la realizacién del calculo de la superficie rayada de la figura,
comprendida entre la diagonal y la correspondiente curva o poligonal de
Lorenz. Un valor aproximado es el que se obtiene mediante la aplicacion
de la formula basada en los porcentajes acumulados, que resulta muy
empleada en los trabajos practicos. En nuestro caso, como se puede ver

*Asi pues, también el indice de concentracién de Lorenz serd tanto més pequefio cuanto menor sea el
valor del area limitada por la diagonal del primer cuadrante y la misma curva poligonal.



en el ejemplo desarrollado al efecto en el capitulo siguiente de este
mismo libro, la anterior férmula (1) tomara la configuracion simplificada
(conn=15y q,=100):

n-1 14
o ZQi ZQi
L=1-—x =1 _q_ =
1477100 700
3. OTRAS CA’RACTER|ST|CAS |NTERESANTE$ DE LA
DISTRIBUCION DE LAS VARIABLES TOPOGRAFICAS

3.1. Ecuaciones de ligadura entre los diferentes coeficientes de
uniformidad

Las medidas de tendencia central ofrecen una idea aproximada del
comportamiento de una serie estadistica. No obstante, no resultan
suficientes para expresar plenamente sus caracteristicas: una misma
media puede provenir de valores cercanos a la misma o resultar de la
confluencia de datos estadisticos enormemente dispares. Para conocer
en qué grado las medidas de tendencia central son representativas de la
serie, se han de complementar con medidas de dispersion como la
varianza, la desviacion media con respecto a un promedio o la desviacion
tipica.

Normalmente, en Topografia puede revestir interés ocuparse de la
dispersion de la distribucidén de las variables topograficas, es decir, si los
datos aparecen sobre todo alrededor de la media o si estan distribuidos
por todo el rango. Una medida bastante usada de la dispersion es la
diferencia entre dos percentiles P,, por lo general entre el 25 y el 75, que
equivale al rango intercuartilico. El percentil r es un numero tal que un r
por ciento de los datos son menores o iguales que r. En particular, los
percentiles 25 y 75 se denominan cuartiles inferior o primer cuartil (Q4) y
superior o tercer cuartil (Q3) respectivamente. La desviacion tipica o
“standard” es otra medida absoluta de la dispersion, pero resulta mas util
su empleo que los percentiles, pues esta definida en términos
aritméticos.

Las medidas de centralizacion ayudan, en definitiva, a determinar el
«centro de gravedad» de una distribucion estadistica. Para describir el
comportamiento general de la serie se necesita, sin embargo, una
informacién complementaria para saber si los datos estan dispersos o
agrupados. Asi, las medidas de dispersiéon pueden definirse como los
valores numéricos cuyo objeto es analizar el grado de separacién de los
valores de una serie estadistica con respecto a las medidas de
tendencia central consideradas.

Las medidas de dispersién, basicamente, son de dos grandes tipos:



- Medidas de dispersion absoluta: como recorrido, desviacion
media, varianza y desviacion tipica, que se usan en los analisis
estadisticos generales.

- Medidas de dispersion relativa: que determinan la dispersion de
la distribucion estadistica independientemente de las unidades en que se
exprese la variable. Se trata de parametros mas técnicos y utilizados en
estudios especificos, y entre ellas se encuentran los coeficientes de
apertura, el recorrido relativo, el coeficiente de variacion (indice de
dispersion de Pearson), el indice de dispersion mediana y el coeficiente
de uniformidad aqui definido.

A

Y

o i i v s e 0

X-20X-06 X X+0 X+2

Fig. 2. Curva de distribuciéon normal.

La distribucion de probabilidad normal, o campana de Gauss, es una
funcién simétrica con respecto a la ordenada o frecuencia maxima (con la
media aritmética y la moda en el centro de la serie) con un grado de
dispersion bajo, dado que la mayoria de los valores de la variable
topografica en estudio estardn comprendidos dentro del entorno cuyo
centro es la media aritmética y de radio la desviacion tipica, como puede
comprobarse de la contemplacion del grafico anterior.

Evidentemente, existen en la metodologia estadistica otras medidas del
grado de concentracién y/o dispersion de las variables topograficas que
pueden emplearse eficazmente en la medida de la uniformidad
altimétrica (como, por ejemplo, el recorrido "semi-intercuartilico", el
"coeficiente de apertura”, el "recorrido relativo", etc...), debiéndose tener
en cuenta que, para distribuciones moderadamente asimétricas, se
pueden aplicar, con buena aproximacion, las foérmulas empiricas
siguientes (donde Q, y Q, son, respectivamente, el primer y tercer cuartil

de la correspondiente distribucion de frecuencias):

DM~ (4/5)c ; (Q,-Q,)2~ (2/3)c



, que no son mas que consecuencias directas del hecho de que, para
distribuciones normales, se tiene que la desviacion media absoluta DM y
el "rango semiintercuartilico" son, respectivamente, iguales a 0’7979 y
0’6745 veces la desviacion tipica o "standard" o.

Desde esta perspectiva, y para distribuciones aproximadamente
normales con suficiente numero de valores de la variable topografica en
estudio (n > 30), los coeficientes de uniformidad definidos en el presente
libro pueden representarse, geométricamente, por rectas o funciones
lineales cuya variable independiente o explicativa sea el coeficiente de
variacion de Pearson CV. En concreto, se tendra que:

CU, =100 (1-0,7979 - s/X) ~ 100 - (1 -0,80-CV)

La representacion grafica resultante sera la siguiente:

J

Cv

-100

Fig. 3. Coeficientes de uniformidad en funcion del coeficiente de variacion de Pearson.

A su vez, las relaciones que ligan entre si los diferentes coeficientes de
uniformidad topografica aqui definidos, pueden deducirse del siguiente
modo:

CU, =100 (1-CV)=100-100-CV
CU,=100(1-0,68-CV) =100 —68-CV




CU, =100 (1 - 1,27-CV) = 100 — 127-CV
CU, =100 (1 - 0,80-CV) = 100 — 80-CV
CU= 100(1 - 0,92-CV) = 100 - 92-CV

De donde se tiene que:

CU, - CU, =100-100-CV-100 + 127-CV = 27-CV
CU,-CU, =100-127-CV-100 + 80-CV = -47-CV
CuU,-CU, = e (27-CV —47-:CV) ........ = -20-CV

Se tendria que:

CU,/CU,=(1-CV)/(1-1,27-CV);
CU,-1,27-CV-CU1=CU,-CV-CU,;
CU,-CU,=27-CV=127-CV-CU,-CV-CU,;

27 =1,27-CU, -CU, ; CU, +27=127-CU, ; con lo que:
CU, =(CU, +27) /1,27

Asi mismo:

Cu,/CU,=(1-CV)/(1-0,8:CV);
Ccu,-08-Cv-CU1=CU,-CV-CU,;
Ccu,-CuU,=-20Cv=0,8CV-CU,-CV-CU,;
-20=0,8-CU,-CU,; CU, -20 =0,8-CU, ; y entonces:
Cu,=(Cu,-20)/0,8

Si observamos la representacion grafica adjunta de la posterior figura 4,
la convergencia de ambas rectas tendra lugar para los valores:

(CU, +27)/1,27=(CU,-20)/0,8 y  CU,=CU,

, lo que implica que, en dicho punto, tendra lugar la maxima uniformidad
altimétrica posible, con:

CU, =CU, =CU, =100% = CU,=CU
También se cumplira que:

Cu,/CuU,=(1-1,27-CV)/(1-0,8CV);
Cu,-08-Cv-CU,=CU,-1,27-CV-CU,;
Cu,-CU,=-47CVv=0,8-CV-CU,-127-CV-CU,;
1,27 - CU, - 47 = 0,8-CU, ; y entonces:
Cu,=(1,27-CU,-47)/0,8



Las relaciones existentes entre los diferentes coeficientes de uniformidad
topografica anteriormente definidos, de utilidad en los procesos de
calculo, y que ya han sido expresadas analiticamente, pueden verse
graficamente a continuacion:

cu,
(%)
104

Zn -0 -0 o '10/'20 % "OCljg,CUL('/.)cn % % oo

v

Fig. 4. Relaciones existentes entre los diferentes coeficientes de uniformidad, para
distribuciones topograficas aproximadamente normales (1).

El grafico anterior puede complementarse, por su elevado interés
practico, con el siguiente, que relaciona el coeficiente de uniformidad CU;
con el CU, del siguiente modo:



CUs
(%) 4

14

-58°75

Fig. 5. Relaciones existentes entre los diferentes coeficientes de uniformidad, para
distribuciones topograficas aproximadamente normales (l1).

De las expresiones anteriores, se deducen inmediatamente las otras tres
siguientes, hasta completar las seis relaciones posibles existentes entre
los indices topograficos de tal suerte definidos, esto es:

CU,=1,27-CU,-27; CU,=0,8-CU, +20;
CU, = (0,8 - CU, +47) /1,27

Idénticas consideraciones podriamos realizar respecto a CU, y a CU en

relacion con los tres restantes coeficientes de uniformidad topografica, y
cuya materializacion brindamos, como ejercicio recapitulatorio, a
nuestros amables lectores.

3.2. Agrupamiento en "clases" y otras caracteristicas de las
distribuciones topograficas

3.2.1. Los intervalos de clase

Asi mismo, cuando el numero n de los valores de la variable topografica
analizada sea grande, lo que tendra lugar en aquellos casos de
levantamiento de terrenos suficientemente extensos y/o en que se haya
tomado un numero elevado de medidas, resultaran poco manejables las
tablas estadisticas que recojan todos los valores con sus
correspondientes frecuencias. En tales casos, se agruparan los valores
de la variable (por ejemplo “cota”) en "clases", que podran ser de la
misma o diferente amplitud; una norma practica genérica pudiera ser el
establecer una misma amplitud equivalente al 10% de la observacion



mayor, con lo que el numero de clases oscilara alrededor de la decena.
Cuando esto acontezca, el calculo de la desviacion tipica necesaria para
el hallazgo de los CV y de los pertinentes coeficientes de uniformidad
registrara algo de error, debido, precisamente, al "error de agrupamiento”
en clases. Para ajustarnos mejor a la realidad, se utilizara entonces la
varianza corregida, ofrecida por la denominada "correccion Sheppard”, a
saber:

002 = 62 - C2/12

siendo C la amplitud del intervalo de clase escogido y 52 la varianza de
los datos agrupados, y ello tendra lugar en distribuciones continuas
donde las "colas" van gradualmente convergiendo a 0 en ambas
direcciones (-» y +«),

En lineas generales, veamos que un numero excesivo de "clases" reduce
las ventajas de la agrupacion, pero también resulta cierto que un numero
escaso de ellas puede llegar a anular la significaciéon de los datos. Un
criterio usado frecuentemente es que el numero de clases debe ser
aproximadamente igual a la raiz cuadrada del numero de datos. Por
ejemplo, la raiz cuadrada de 35 (numero de lecturas en el ejemplo
desarrollado en el tutorial del capitulo 8) es mayor que cinco, por lo que
se podrian seleccionar seis clases, aunque en este caso se haya optado
por establecer una distribucidn de frecuencias unitarias. También la regla
de Sturgess no es sino una recomendacion acerca del numero deseable
de clases que deben considerarse a la hora de elaborar un histograma.
Este viene dado por la siguiente expresion:

k = namero de clases =1 + 3’3 - log4g n,

siendo n el tamano del colectivo. Asi, por ejemplo, en un levantamiento
altimétrico de una extensa zona constituido por n = 1.000 observaciones,
con esta féormula se aconsejaria el establecimiento de:

1+ 33 xlog. 1.000 =109 = 11 clases.

Respecto a la amplitud de las "clases" establecidas, conviene observar
que, en general, es conveniente que sea la misma para todas; sin
embargo, esto dependera mucho de los propios datos y del objetivo final
de la distribucioén de la variable en estudio. En principio, si la distribucion
es mas o menos uniforme, todas las "clases" seran de igual amplitud, y
si, por el contrario, presenta grandes oscilaciones, puede ser interesante
considerar intervalos de amplitud diferente.

De hecho, la construccién de una distribucion numérica -como la
mayoria de las que elaboraremos aqui- consta de tres etapas



fundamentales: 1) determinar las “clases” con sus intervalos mas
procedentes, tal como ya hemos expresado antes, en las que se han
de agrupar los datos de la variable topografica en estudio, 2)
clasificar (o distribuir) los datos en las clases apropiadas, y 3)
contar el numero de casos de cada clase. Como sea que las dos
ultimas etapas son puramente mecanicas, asi como el
establecimiento de la correspondiente “marca de clase” (obtenida
normalmente, a falta de mas datos, como la semisuma de los
valores extremos del intervalo de clase), nos fijaremos sélo en la
primera. Por esto, hace falta determinar el numero de clases asi
como la amplitud del intervalo de los valores de la variable aleatoria
estadistica con la que trabajamos (cota taquimétrica, superficie de
parcela, volumen de desmonte y/o terraplén, distancia de
transporte, ...). Por esto, en términos generales, se pueden observar
al efecto las siguientes normas:

a) Pocas veces emplearemos menos de 6 6 mas de 15 clases; el
numero exacto de las mismas dependera de la naturaleza,
cuantia e intervalo que cubren los datos.

b) Siempre escogeremos las clases de manera que todos los
datos queden comprendidos.

c) Se procurara, siempre que sea posible, que todos los intervalos
de clase tengan la misma amplitud, lo que obviara la
determinacion de las “densidades de frecuencia” -que
determinan la altura de los rectangulos yuxtapuestos del
histograma- para el calculo de algunas medidas centrales de la
correspondiente distribucién de frecuencias (como la “moda”) o
la representacion grafica de los histogramas.

Veamos, por ultimo, que mediante el razonamiento ya expuesto que sirve
para definir la “desviacién tipica o standard” como una medida de
dispersion absoluta de los valores de la variable topografica, se puede
afirmar que si este estadistico resulta pequefio, los valores se encuentran
concentrados en el entorno de la media aritmética y, ademas, si la
desviacion tipica es grande, los valores estan mucho mas esparcidos o
dispersos en relacion a los centrales. Para comprender este
razonamiento sobre una base algo menos intuitiva, nos referiremos
brevemente al importante Teorema de Tchebyshev, que expresa que
para cualquier clase de datos (poblaciones o muestras), al menos el
75% de los datos se encuentran sobre el intervalo que se extiende a
cada lado de la media aritmética en dos veces el valor de la
desviacion tipica (+ 2c). Segun este teorema, también se puede afirmar
que por lo menos el 88'8% de los datos se encuentran dentro del
intervalo de tres veces (+ 3c) la desviacién tipica (a ambos lados de la
media aritmética) y que al menos el 96% de los mismos se hallan



comprendidos dentro del intervalo de amplitud de cinco veces la
desviacion tipica (£ 50).

Genéricamente, este teorema indica que cualquiera que sea la forma de
una distribucion de frecuencia de poblacion, la proporcién de
observaciones que caen dentro de k desviaciones estandar de la media
es, al menos, de: 1 - (1/k2), siempre que k sea 1 o mas.

Precisamente, wuna caracteristica importante del teorema de
Tchebyshev* es que resulta valido para cualquier tipo de datos, incluidos
los topograficos. No obstante, si se dispone de alguna informacion
adicional en relaciéon a la forma global de la distribucion que estamos
trabajando, también se pueden realizar afirmaciones mucho mas
estrictas. Por ejemplo, si una distribucion es campaniforme o gaussiana,
se puede esperar que aproximadamente el 95% de los datos (en lugar de
al menos el 75%) se encuentren dentro del intervalo + 26 y el 99% de los
datos (en lugar de al menos el 88’8%) se encuentran dentro del intervalo
+ 3c. Estos porcentajes, en definitiva, corresponden a la llamada
distribucién normal, que es objeto de estudio en diversas partes de
nuestro libro.

3.2.2. Forma de la distribucidon de frecuencias

También existen otras caracteristicas de menor interés practico, que
tratan de precisar la forma de la distribucion de la variable que se estudia
en relacién con una distribucion normal. Asi, la curva de Gauss sabemos
que es simétrica respecto de la ordenada x = a (el parametro a es la
media aritmética o esperanza matematica de una distribucion normal de
frecuencias) y la distribucién observada puede ser asimétrica o sesgada
respecto a la ordenada correspondiente e, incluso, dicha asimetria puede
representar una mayor area bajo la curva, a la derecha o a la izquierda
de dicha ordenada; por otra parte, a la distribucion observada puede
corresponderle un area bajo la curva mas achatada o mas alargada que
la correspondiente area de una distribucion normal; a tal caracteristica la
denominaremos curtosis o medida de apuntamiento.

Todas estas caracteristicas, bien conocidas por otra parte, de una
distribucién de frecuencias originan medidas exactas si estan utilizando
todos los posibles valores de la variable topografica, es decir, si
corresponden a la poblacion o universo de datos; pero un objetivo
esencial de la Inferencia Estadistica es el de estimar dichas

* Otra aportacion importantisima de este mismo autor estriba en la denominada “Desigualdad de
Tchebyshev”, que permite generar un intervalo de valores de la variable aleatoria dada la probabilidad de
que esto ocurra, o también es posible realizar el hallazgo de la probabilidad de que ocurran los valores
que toma la caracteristica aleatoria incluidos en un intervalo dado. En cualquier caso es necesario
disponer de la varianza poblacional.



caracteristicas poblacionales a partir de una muestra o subconjunto
poblacional, lo que en la Topografia aplicada sucedera en numerosos
casos. Por ejemplo, cuando establecemos la malla o red para la toma de
datos de las cotas de un terreno, estamos analizando s6lo una muestra
de la totalidad del mismo que deseamos sea lo suficientemente
representativa de su relieve y configuracion planimétrica. En esta
tesitura, las caracteristicas de la distribucion muestral suelen ser, en
general, los mejores estimadores de las caracteristicas de la distribucién
de la poblacion, pero las estimaciones que originan han de presentarse,
como sabemos, acompafadas de los errores de muestreo y de otras
medidas de naturaleza probabilistica, que permiten apreciar el grado de
confianza o fiabilidad de la correspondiente estimacién de Ia
caracteristica poblacional, y que no procede analizar aqui con mayor
profundidad por comprensibles razones de espacio y oportunidad.

3.2.3. Otros coeficientes de uniformidad altimétrica

Veamos, por ultimo, que en base a los mismos o parecidos
conceptos, seria posible la definicion de otros coeficientes de uniformidad
altimétrica. Y asi, valga como ejemplo el que tendria en cuenta el valor
del primer y tercer cuartil de la distribucion de frecuencias de la variable
contemplada, a saber:

CU, =100x |2t
Q

3

que, en el caso de una distribucion moderadamente asimétrica
(aproximadamente normal), ofrecera un valor en funcion de Q3 y de o
equivalente a:

Q,-Q, ~40/3 ;estoes:
(Q; - Q,))/Q,; = 45/3Q, = 1- Q,/Q, ; de donde:

&= 1—4—6 con lo que:
Q, 3Q, que:

cu, =100-‘/%=\/10.ooo.\/1——3gf :\/10.ooo—w
3

3 3Q3

Puede resultar de interés, en fin, el analisis de la distribucion de
probabilidad “gamma”, puesto que son numerosas las aplicaciones de
esta funcidbn a experimentos o fendmenos aleatorios que tienen
asociadas variables aleatorias que siempre resultan ser no negativas
(positivas o nulas) y cuyas distribuciones son sesgadas a la derecha



(asimetria positiva), es decir, cuya area bajo la funcién de densidad
disminuye progresivamente a medida que nos alejamos del origen de
coordenadas. Estas circunstancias suelen presentarse en los trabajos de
Topografia; de ahi el interés de su estudio.

CAPITULO 4
ANALISIS ESTADISTICO Y
UNIFORMIDAD ALTIMETRICA

1. LA DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS

La agrupacion tabular de la distribucion de frecuencias*® de una toma o
levantamiento de las cotas taquimétricas (absolutas o relativas) de un
terreno cuya nivelacion se pretende constituye la etapa previa para
cualquier otro proceso de analisis estadistico a que se hayan de someter
unos valores numéricos que toma cualquier variable topografica. De esta
forma, se puede faciimente comprender donde estan los promedios o
valores centrales de la distribucidn antedicha y juzgar las caracteristicas
de cualquier nota en relacién con las restantes.

Para hacer mas comprensible el procedimiento, desarrollaremos el
ejemplo de la parcela de terreno estudiado en el epigrafe 2 del capitulo 6

% 1 a frecuencia absoluta de una variable estadistica es el nimero de veces que aparece en la muestra
dicho valor de la variable; la representaremos por n;. La frecuencia absoluta, es una medida que esta
influida por el tamafio de la muestra, y al aumentar el tamafio de la muestra aumentara también el tamafio
de la frecuencia absoluta. Esto hace que no sea una medida util para poder comparar distribuciones. Para
esto es necesario introducir el concepto de frecuencia relativa, que es justamente el cociente entre la
frecuencia absoluta y el tamafio de la muestra. La denotaremos por f;.



de este mismo libro, para cuya nivelacion 6ptima se tomaron 15 puntos
con sus correspondientes cotas taquimétricas relativas.

Para interpretar correctamente dicha tabla, deben formularse
previamente las siguientes observaciones:

a) La columna de las frecuencias simples, encabezada por nj, Vi € (1, 2,

..., 15), recoge la frecuencia absoluta de cada lectura. Normalmente, esa
cifra sera la unidad en la mayoria de los trabajos topograficos de este
tipo, salvo que hallemos varios vértices con la misma cota taquimétrica y
los agrupemos, en cuyo caso obtendremos una distribucién conjunta de
frecuencias. Se tratara casi siempre, pues, de una distribucién de
frecuencias unitarias, y la frecuencia total tomara, en este caso, el valor n
=15.

b) Las frecuencias ordinarias acumuladas ascendentes las hemos
designado por la notacién NiT (Vi =1, 2, ..., 15) y a cada una de ellas
corresponde el numero de vértices del terreno de cota taquimétrica igual
o inferior; asi, N4T = 4, significa que se han hallado 4 vértices con una
cota taquimétrica relativa igual o inferior a 100’78 m. El complementario
Ny = n - NT representa las frecuencias ordinarias acumuladas
descendentes.

c) Las frecuencias relativas ordinarias y acumuladas ascendentes y
descendentes encabezadas, respectivamente, por las notaciones f;, F.T y
F{ vienen determinadas por el cociente de dividir la correspondiente
frecuencia absoluta o acumulada (ascendente o descendente) por la
frecuencia total.

La suma de las frecuencias relativas ordinarias y la ultima frecuencia
relativa acumulada ascendente han de ser siempre iguales a la unidad,
puesto que representan la probabilidad total del espacio muestral. Del
mismo modo, la ultima frecuencia relativa acumulada descendente debe
ser igual a 0. Con ello se puede elaborar la siguiente tabla, en que la
columna de las cotas taquimétricas iniciales del terreno se ha dispuesto
en orden creciente de magnitud, tomando como base o cota relativa
inferior (100,00 m.) la del vértice 15 a los efectos de la mayor
operatividad que se pretende. Asi:

Tabla 1. Tabla de frecuencias.

] COTA
(xi)

15 100,00 1 1 14 0,067 0,067 0,933

14 100,42 1 2 13 0,067 0,134 0,866

10 100,45 1 3 12 0,067 0,201 0,799




13 100,78 1 4 11 0,067 0,267 0,733
9 100,87 1 5 10 0,067 0,335 0,665
5 100,98 1 6 9 0,067 0,402 0,598
12 101,03 1 7 8 0,067 0,469 0,531
8 101,22 1 8 7 0,067 0,535 0,465
4 101,29 1 9 6 0,067 0,603 0,397
11 101,30 1 10 5 0,067 0,669 0,331
3 101,37 1 11 4 0,067 0,736 0,264
7 101,48 1 12 3 0,067 0,803 0,197
6 101,80 1 13 2 0,067 0,869 0,131
2 101,93 1 14 1 0,067 0,935 0,065
1 102,30 1 15 0 0,067 1,000 0,000
TOTAL 15 1,000

De la tabla anterior se deduce también el siguiente grafico, donde se
representan simultdneamente los diagramas acumulativos ascendente y
descendente, cuyo punto de interseccidon debe ser tedricamente la
mediana o segundo cuartil de esta distribucion de frecuencias, como se
vera mas adelante:

DIAGRAMAS ACUMULATIVOS ASCENDENTE Y
DESCENDENTE DE FRECUENCIAS
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Fig. 1. Diagramas acumulativos de frecuencias.

2. CARACTERISTICAS DE LA DISTRIBUCION

2.1. Medidas centrales o promedios

Comenzaremos, como es habitual en estos casos, por el calculo de los
diferentes promedios o valores de la distribucibn de la variable
topogréfica “cota taquimétrica”. Para ello, y a partir de la tabla inicial,
elaboraremos la siguiente:

Tabla 2. Tabla auxiliar de calculo ().




COTA
VERTICES INICIAL n; X;*N; Xi2 " N ni/xi |Og Xi ni-log Xi
(xi)

15 100,00 | 1 100,00 |10.000,0000/0,01000000{2,00000000|2,00000000
14 100,42 | 1 100,42 [10.084,1764/0,00995818|2,00182022|2,00182022
10 100,45 | 1 100,45 |10.090,2025| 0,0099552 [2,00194994|2,00194994
13 100,78 | 1 100,78 |10.156,6084| 0,0099226 |2,00337435|2,00337435
9 100,87 | 1 100,87 [10.174,7569|0,00991375|2,00376202|2,00376202
5 100,98 | 1 100,98 |10.196,9604/0,00990295|2,00423537|2,00423537
12 101,03 | 1 101,03 |10.207,0609|0,00989805|2,00445035|2,00445035
8 101,22 | 1 101,22 [10.245,4884|0,00987947|2,00526633 |2,00526633
4 101,29 | 1 101,29 |10.259,6641|0,00987264|2,00556657 |2,00556657
11 101,30 | 1 101,30 |10.261,6900|0,00987167|2,00560945|2,00560945
3 101,37 | 1 101,37 [10275,87690,00986485|2,00590945|2,00590945
7 101,48 | 1 101,48 |10.298,1904/0,00985416|2,00638046|2,00638046
6 101,80 | 1 101,80 |10.363,2400|0,00982318|2,00774778|2,00774778
2 101,93 | 1 101,93 [10.389,7249|0,00981065|2,00830202|2,00830202
1 102,30 | 1 102,30 |10.465,2900(0,00977517|2,00987563|2,00987563

TOTAL 15 [1.517,22 [153.468,930/0,14830252|30,0742499|30,0742499

Veamos, a continuacion, los diferentes promedios o valores centrales
analizados:

* Media aritmética: a partir de los correspondientes resultados se tiene
que, tratdndose de una distribucion de frecuencias unitarias:

1.517'22
o=—
15

. h
X=3xn/n= = 101148 m.
i=1

que constituye la media aritmética o esperanza matematica (“cota relativa
media”) de la distribucién de frecuencias de la variable topografica
analizada.

Por otra parte, y por lo que se refiere a la determinacion de otros
promedios o medidas centrales de esta distribucion de frecuencias,
veamos que, a partir de la primera columna y de la encabezada por Njt

(tabla 1 anterior) se obtienen los siguientes resultados promedios:

* Mediana: al tratarse de una distribucion unitaria con un niumero impar
de vértices, se tendran, realizando las interpolaciones correspondientes
para los cuartiles, los siguientes valores:

Qo = 100’00 m.
Q; =100'80 m.
Q2 =Me =101"22 m.
Q3 =10140 m.

Q4 =102'30 m.



Otros promedios interesantes para nuestro estudio serian los siguientes:

* Media cuadratica:

15
C=[>x?-n/n=+153.468'93/15 =101150m.
i=1

* Media geométrica:

15 15
G =1/ X" =antilog. ) n,-logx;/n=
i=1 =

= antilog 30'0742499/15=101'146 m.
* Media armoénica:

15
H= n/Z:ni/xi =15/0"14830252 = 101145 m.

i=1

Desde luego, como no podria ser de otra manera desde el punto de vista
tedrico, las cuatro medias aqui estudiadas quedan ordenadas, con
arreglo a su magnitud, del modo siguiente:

armonica < geomeétrica < aritmética < cuadratica

(H=101"145m.) < (G = 101'146 m.) < (X = 101’148 m.) < (C =101'150 m.)

2.2. Medidas de dispersion o concentracion

Las medidas de dispersion, también llamadas medidas de variabilidad,
muestran la variabilidad de una distribucion indicando, por medio de un
numero, si las diferentes puntuaciones de una variable estdan muy
alejadas de un promedio o no. Cuanto mayor sea ese valor, mayor sera
la variabilidad; por el contrario, cuanto menor sea, mas homogénea sera
a la media. Asi, se sabe si todos los casos son parecidos o bien varian
mucho entre ellos. Para calcular la variabilidad que una distribucién tiene
respecto de su media, se calcula la media de las desviaciones de las
puntuaciones respecto a la media aritmética. Pero la suma de esas
desviaciones es siempre cero (por una conocida propiedad de la media
aritmética), asi que se adoptan dos clases de estrategias para salvar este
problema. Una es tomando las desviaciones en valor absoluto
(obteniéndose la denominada “desviacion media”) y otra es tomando las
desviaciones al cuadrado (obteniéndose la “varianza” y su raiz cuadrada
la “desviacion tipica”, “desviacion standard” o “desviacion cuadratica
media”).



Por lo que se refiere a la desviacion tipica o "standard", como medida de
la dispersion absoluta de la distribucion por el colectivo analizado de
nuestra variable topografica “cota taquimétrica”, veamos que su valor
vendra dado por la expresion:

o =/C% = X2 = /101152 — 1011482 = 0'636 m.

y un coeficiente de variacion de Pearson (medida de dispersion relativa)
de:

CV = o/X=0636/101'148 = 0’0063 ~ 0'63%, muy baijo.

Otras medidas interesantes serian:

Recorrido o rango: R = 102’30 — 100’00 = 2’30 m.

Recorrido relativo: R = R/ X =2'30/101’148 = 0’023

Coeficiente de apertura: C,p, = X45/x4 = 102'30/100°00 = 1°023

Recorrido intercuartilico: Q; - Q; = 101’40 — 100’80 = 0’60 m.

Recorrido semi-intercuartilico:

(Q3-Qq)/(Q3+Q¢)=060/(101'40 + 100’80) = 0'003 ~ 0°3%.
es decir, que en ambos casos, la medida de dispersion empleada viene a
representar aproximadamente soélo alrededor del 05% del
correspondiente promedio. Desde luego, ello indicaria que el grado de
uniformidad y homogeneidad de las cotas del terreno en estudio
resulta muy elevado. En efecto, los coeficientes de uniformidad
anteriormente definidos, tomaran, en este caso, los siguientes

valores:

CU, =100-(1-CV)=100-(1-0'0063) = 99'37%
CU, =100-(1-127-CV)=100-(1-127 - 0'0063) = 99'20%
CU, =100-(1-0'80-CV)=100-(1-0'80 - 0'0063) = 99'50%

debiendo considerarse también que:
CU, =(Q,/X)-100 = (100'80/101148)-100 = 99'66%

, Si bien otra determinacion del mismo coeficiente de uniformidad
altimétrica conduciria al valor:



CU, =100 (1-0'68 - CV) =100 (1 - 0'68 x 0'0063) = 99'57% |,
cuya pequenfa discrepancia (-0'09%) con el resultado anterior débese al
propio ajuste de normalidad, o bien al proceso efectuado de calculo
decimal.
Veamos, por ultimo, que el "coeficiente de uniformidad altimétrica medio"
de la parcela en estudio, que juzgamos de mejor aplicacion, ofrecera un
valor de:

CU =100 (1 - 0'92-CV) = 100 (1 - 0'92 x 0'0063) = 99'42% ,

mientras que también:

cu, =100 |2t _ 10019989 _ 99709,
Q, 10140

La representacion grafica de los valores de los diferentes coeficientes de
uniformidad altimétrica hallados, en definitiva, es la siguiente:

[ .%

CU Medio

COEFICIENTES DE UNIFORMIDAD (%)

99,8
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99,5
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98,9 - ;
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Fig. 2. Valores de los diferentes coeficientes de uniformidad altimétrica.

Para poder comparar la uniformidad de distintos terrenos a los efectos de
su explanacion, y poder tomar decisiones comparativas o de priorizacion
respecto de su ejecucion, cabe responder a la siguiente pregunta: ¢ cual
de ambos, o de varios de ellos, poseen mayor uniformidad taquimétrica
Yy, en su consecuencia, debemos priorizar su explanacion, a salvo de



otros condicionantes? Para ello compararemos el coeficiente de
uniformidad medio obtenido en el presente problema con el que se
deduce del ejemplo extraido de una publicacion del antiguo Instituto
Nacional de Colonizacién (INC)*, que podemos encontrar tanto en el
posterior capitulo 6 como en el 8 de nuestro libro.

Calcularemos ahora el coeficiente de uniformidad medio del ejemplo
citado. En primer lugar, habra que establecer las nuevas cotas relativas
de este ultimo terreno sobre la base de otorgar al punto de cota
taquimétrica inferior (vértice 11) el valor 100’00 m. para homogeneizar los
datos y los resultados subsiguientes. Asi:

Tabla 3. Tabla de cotas relativas.

Cotas .
Cotas relativas
Estacas dabsolutas del terreno n; (xi)% -

el terreno .

s . inicial (x;)

inicial
1 23,04 101,43 1 10.288,045
2 25,02 103,41 1 10.693,628
3 26,22 104,61 1 10.943,252
4 22,80 101,19 1 10.239,416
5 25,27 103,66 1 10.745,396
6 25,51 103,90 1 10.795,210
7 22,91 101,30 1 10.261,690
8 24,61 103,00 1 10.609,000
9 26,90 105,29 1 11.085,984
10 26,55 104,94 1 11.012,404
11 21,61 100,00 1 10.000,000
12 23,94 102,33 1 10.471,429
13 23,20 101,59 1 10.320,528
14 22,04 100,43 1 10.086,185
15 30,22 108,61 1 11.796,132
16 29,12 107,51 1 11.558,400
17 26,80 105,19 1 11.064,936
18 22,22 100,61 1 10.122,372

*7 Bl Instituto Nacional de Colonizacién y Desarrollo Rural, fue un organismo auténomo creado en
Espafia en octubre de 1939, dependiente del Ministerio de Agricultura. Su creacion estuvo motivada por
la necesidad de efectuar una reforma tanto social como economica de la tierra, después de la devastacion
ocasionada por la guerra civil (1936-39). El objetivo principal del mismo era efectuar la necesaria
transformacion del espacio productivo mediante la reorganizacioén y reactivacion del sector agricola y el
incremento de la produccién agropecuaria con vistas a los planes autarquicos de la época mediante el
aumento de tierras de labor y la superficie de riego. Posteriormente cambid su nombre por el de Instituto
de Reforma y Desarrollo Agrario (IRYDA) al fusionarse con el Servicio Nacional de Concentracion
Parcelaria y Ordenacion Rural. Para cumplir su funcién, el Instituto Nacional de Colonizacién era
poseedor de tierras, las cuales eran transferidas en arrendamiento u otras formas de tenencia a los colonos,
pequefios productores agropecuarios, quienes debian pagar un canon o arrendamiento hasta que
finalmente adquirian la propiedad. El Instituto realizb ambiciosos proyectos de parcelacion por toda
Espafia, construyendo poblados de colonizacion al efecto, algunos de los cuales ain subsisten en la
actualidad.




19 24,81 103,20 1 10.650,240
20 24,02 102,41 1 10.487,808
21 22,80 101,19 1 10.239,416
22 31,63 110,02 1 12.104,400
23 28,60 106,99 1 11.446,860
24 24,93 103,32 1 10.675,022
25 23,50 101,89 1 10.381,572
26 25,70 104,09 1 10.834,728
27 24,66 103,05 1 10.619,303
28 22,59 100,98 1 10.196,960
29 29,10 107,49 1 11.554,100
30 25,11 103,50 1 10.712,250
31 23,50 101,89 1 10.381,572
32 25,13 103,52 1 10.716,390
33 24,66 103,05 1 10.619,303
34 23,81 102,20 1 10.444,840
35 22,22 100,61 1 10.122,372

TOTAL 874,75 3.618,40 35 | 374.281,144

Para obtenerlo debemos -calcular primero las medias aritmética y
cuadratica del mismo con el fin de determinar la desviacion tipica y el
coeficiente de variacion de Pearson. A saber:

* Media aritmética: a partir de los correspondientes resultados se
tiene que, tratdndose de una distribucién de frecuencias unitarias,
calcularemos este promedio mediante la formula:

n/n=a

o 35 '
X=3x _ 301840 _ 4931383 m.
= 35

que constituye la media aritmética o esperanza matematica de la
distribucién de frecuencias de la variable topografica denominada “cota
taquimétrica”.

* Media cuadratica:

35
C= fo-ni/n =/ 374.281'144/35 =103411 m.

i=1

Por lo que se refiere ahora a la desviacion tipica o "standard", como
medida de la dispersion absoluta de la distribucion por el colectivo
analizado de nuestra variable topografica “cota taquimétrica®, veamos
que su valor vendra dado por:

o =+/C? = X? =+/103'4112 —103'3832 = 2'406 m.




y un coeficiente de variacion de Pearson (medida de dispersion relativa)
de:

CV = o/ X=2'406/103'383 = 0’0233 ~ 2’33 %, muy bajo.

Veamos, por ultimo, que el "coeficiente de uniformidad altimétrica medio",
propuesto en nuestro trabajo, de la parcela en estudio ofrecera un valor
de:

CU =100 (1 - 0'92-CV) = 100 (1 - 0'92 x 0'0233) = 97'86 % ,

que resulta algo inferior al del primer terreno analizado desde el
punto de vista de su uniformidad taquimétrica (97'86% < 99'42%), lo
que nos permite un analisis comparativo de la dificultad de explanacion
del expresado terreno ex anto, que puede resultar francamente util para
la toma de cierto tipo de decisiones de gran utilidad en este tipo de
trabajos topograficos.

2.3. Otras caracteristicas de la distribucion de frecuencias
2.3.1. Asimetria 0 sesgo

Las medidas de asimetria o sesgo son indicadores que permiten
establecer el grado de simetria (o asimetria) que presenta la distribucién
de probabilidad de una variable aleatoria sin tener que hacer su
representacion grafica.

Como eje de simetria consideramos una recta paralela al eje de
ordenadas que pasa por la media aritmética de la distribucion. Si una
distribucion es perfectamente simétrica, existe el mismo numero de
valores a la derecha que a la izquierda de la media o esperanza
matematica, por tanto, el mismo numero de desviaciones con signo
positivo que con signo negativo.

Decimos que hay asimetria positiva (0 a la derecha) si la "cola" a la
derecha de la media es mas larga que la de la izquierda, es decir, si hay
valores mas separados de la media a la derecha. Por el contrario,
diremos que hay asimetria negativa (o0 a la izquierda) si la "cola" a la
izquierda de la media es mas larga que la de la derecha, es decir, si hay
valores mas separados de la media a la izquierda.

Se podria pensar que definir la simetria usando la mediana para
variables continuas y usando la media aritmética para variables discretas
es una eleccion arbitraria. En realidad esto no es asi, pues si una
variable es continua, coinciden ambos criterios de simetria (con respecto



a la media y a la mediana). Es mas, se tiene que media y mediana
coinciden para las distribuciones continuas perfectamente simétricas. Por
otro lado, en el caso de variables discretas, la distribucion es simétrica si
el lado derecho del diagrama se obtiene por imagen especular desde la
media. En este caso coincide la media con la mediana si el numero de
observaciones es impar. Si la variable es continua simétrica y unimodal,
coinciden la media, la mediana y la moda.

Dentro de los diversos tipos de asimetria posible, vamos a destacar los
dos fundamentales:

-Asimetria positiva:
Si las frecuencias mas altas se encuentran en el lado izquierdo de la
media, mientras que en el derecho hay frecuencias mas pequefias (cola).

-Asimetria negativa:
Cuando la cola esta situada en el lado izquierdo, al contrario de lo que
sucede en el caso anterior.

Cuando realizamos un estudio descriptivo es altamente improbable que
la distribucién de frecuencias sea totalmente simétrica. En la practica
diremos que la distribucion de frecuencias es simétrica si lo es s6lo de un
modo aproximado. Por otro lado, aun observando cuidadosamente la
grafica de la distribucion, podemos no ver claro de qué lado estan las
frecuencias mas altas. Conviene definir, entonces, unos estadisticos que
ayuden a interpretar la asimetria, a los que llamaremos indices de
asimetria.

A continuacion, emplearemos en el ejemplo que estamos desarrollando
en el presente capitulo algunos de los indices de asimetria 0 sesgo mas
usuales, como son el indice basado en los tres cuartiles, el momento de
tercer orden®® y la distancia existente entre la moda y la media o la media
y la mediana.

No se ha podido calcular el denominado “primer coeficiente de asimetria
de Pearson” dado que esta en funcién de la moda Mo de la distribucion,
que en este caso no existe, habida cuenta de que todas las variables
tienen la misma frecuencia. Por lo que se refiere a las restantes
caracteristicas de la distribucion de la variable topografica “cota
taquimétrica”, veamos que una de la asimetria o sesgo la constituye el
denominado "2° coeficiente de asimetria de Pearson", que viene
expresado por:

* El conocimiento de la simetria permite precisar, de alguna manera, la forma de una distribucién de
frecuencias, pero tal conocimiento puede mejorarse notoriamente al disponer de otras caracteristicas de
dicha distribucién y, de modo general, mediante los denominados “momentos de la distribucion”, que
pueden ser con respecto al origen (de los que son conocidos la media aritmética y el cuadrado de la media
cuadratica C?) o bien con respecto a la media (como la varianza c%).



p, - 3(X=Me) _3(101148 ~10122) _ 0, _

c 0'636 ’

luego se trata, l6gicamente, de una distribucién practicamente simétrica.

También podriamos calcular el "coeficiente de sesgo cuartilico" o
“coeficiente de asimetria de Yule-Bowley”, cuyo valor viene dado por la
expresion:

Q,-2Q,+Q, 10140 —2-101'22 +100'80
Q3 _Q1

- -0'40 |,
101'40 — 100 '80

que conducen, en todos los casos, a conclusiones similares. Cabe
observar, no obstante, una ligera asimetria o sesgo hacia la izquierda,
puesto que: P,<0 y también:

X=101"148 m.< Me = 101’22 m.
Asi mismo, a partir de los resultados obtenidos, se elaborara la siguiente
tabla, que debera reunir un numero de decimales suficiente para alcanzar
la precision adecuada:

Tabla 4. Tabla auxiliar de calculo (I1).

|Xi -
X; - Xi- Xi- ]

u 10(1"148) 101"(148)3-ni101"(l4|8)4'ni 101:._48"
1
1 1,148 |-1,51295379/1,73687095| 1,148
1 -0,728 |-0,38582835/0,28088304| 0,728
1 -0,698 |-0,34006839/0,23736774| 0,698
1 -0,368 |-0,04983603|0,01833966/ 0,368
1 -0,278 |-0,02148495/0,00597282] 0,278
1 -0,168 |-0,00474163|0,00079659| 0,168
1 -0,118 |-0,00164303|0,00019388| 0,118
1 0,072 |0,000373252,6874E-05| 0,072
1 0,142 |0,00286329|0,00040659| 0,142
1 0,152 |0,00351181/0,00053379| 0,152
1 0,222 |0,01094105(0,00242891| 0,222
1 0,332 |0,03659437/0,01214933| 0,332
1 0,652 |0,27716781/0,18071341| 0,652
1 0,782 |0,47821177/0,3739616| 0,782
1 1,152 |1,52882381[1,76120503] 1,152
TOTAL 15 0 |0,021930964,61185022] 7,012




De los resultados que se deducen de la tabla anterior, se infiere que el
momento central (respecto a la media aritmética) de tercer orden es el
siguiente:

n . 15
Z(xi —X)3-ni Z(xi —101'148)3-1 ,
m, = ! = &= _ 0021931 _ 001462,
n 15 15

por lo que se tendra un "coeficiente directo de asimetria" o "coeficiente
de sesgo" de Fisher de:

g, = m,/c> = 0'001462 / 0'636° = 0'00568,

que confirma la existencia de una distribucién considerablemente

simétrica (en curvas simétricas como la normal, se cumple que: g, = g12

= 0).

2.3.2. Apuntamiento o “curtosis”

En teoria de la probabilidad y estadistica, la curtosis (0 “kurtosis”) es
una medida de la forma o apuntamiento de las distribuciones. Asi, las
medidas de curtosis (también llamadas de apuntamiento o de
concentracion central) tratan de estudiar la mayor o menor concentracion
de frecuencias alrededor de la media aritmética y en la zona central de la
distribucion. De este modo, los indices de curtosis miden la mayor o
menor concentracion de los datos justamente alrededor de la media
aritmética.

Por otra parte, el momento central o respecto a la media aritmética de 4°
orden, sera:

n

_ 15
Z(xi —-x)*n, Z x, —101148)*1 ,
m, = = = 461185022 _ 0'307457 .
n 15 15

Con ello, se tendra un “coeficiente de curtosis” de Fisher de:

g, =T 3 -0307457 5 18050,
o 0'636

por lo que la distribucion que nos ocupa es PLATICURTICA O
ACHATADA, como se deduce de su propia configuracion, en que todas
las frecuencias n; = 1.



2.3.3. Otras

Veamos, asi mismo, que la anterior tabla auxiliar de calculo, en su ultima
columna, nos permitira la determinacion de otra medida de dispersion
absoluta a la que ya nos hemos referido con anterioridad: la desviacion
media respecto a la media aritmética (que seria minima con respecto a la

mediana), a saber:
15 .

Z‘xi —X‘-ni
DM = = - =7'012/15 =0'468 m.

2.4. indice de Gini y curva de Lorenz

Para la determinaciéon de dichos items, frecuentemente empleados en
otro tipo de estudios como los sociolégicos y/o econdmicos, y cuya
fundamentacién tedrica y aplicacién a los problemas altimétricos ya ha
sido explicada en otro apartado de nuestro libro, resulta necesaria la
elaboracion de la siguiente tabla de calculos auxiliares:

Tabla 5. Tabla auxiliar de célculo (l11).

COTA fr | xn
VERTICES |INICIAL | n; | x#ni | 100 | —=——x100 | pi(%) | qi(%) pj,}q‘
(x) (%) | 25" o

15 100,00 | 1 | 100,00 | 6,667 | 6,591 6,667 | 6,591 |0,076
14 100,42 | 1 | 100,42 | 6,667 | 6,619 13,334 | 13,210 |0,124
10 100,45 | 1 | 100,45 | 6,667 | 6,621 20,000 | 19,831 | 0,169
13 100,78 | 1 | 100,78 | 6,667 | 6,642 26,667 | 26,473 | 0,194
9 100,87 | 1 | 100,87 | 6,667 | 6,648 33,335 | 33,121 | 0,214
5 100,98 | 1 | 100,98 | 6,667 | 6,656 40,002 | 39,777 |0,225
12 101,03 | 1 | 101,03 | 6,667 | 6,659 46,669 | 46,436 | 0,233
8 101,22 | 1 | 101,22 | 6,667 | 6,671 53,336 | 53,107 | 0,229
4 101,29 | 1 | 101,29 | 6,667 | 6,676 60,002 | 59,783 | 0,219
11 101,30 | 1 | 101,30 | 6,667 | 6,677 66,670 | 66,460 | 0,210
3 101,37 | 1 | 101,37 | 6,667 | 6,681 73,337 | 73,141 0,196
7 10148 | 1 | 101,48 | 6,667 | 6,689 80,004 | 79,830 | 0,174
6 101,80 | 1 | 101,80 | 6,667 | 6,710 86,671 | 86,540 | 0,131
2 101,93 | 1 | 101,93 | 6,667 | 6,718 93,337 | 93,258 | 0,079
1 102,30 | 1 | 102,30 | 6,667 | 6,743 _ |100,000] 100,000 0,000
TOTAL 15 [1.517,22| 100 100 800,031 797,558 | 2,473

Asi pues, segun la férmula dada por Pulido, el valor del indice de Gini*,
en este caso, sera de:

¥ Corrado Gini (23 de mayo de 1884 - 13 de marzo de 1965) fue un estadistico, demdgrafo y socidlogo
italiano que desarrollo el coeficiente de Gini, una medida de la desigualdad en los ingresos en una
sociedad. Gini fue también un influyente tedrico fascista e idedlogo que escribié Las bases cientificas del
fascismo en 1927.




K-1
gp 700'031

i=1

=0'0035=0'35%

Habida cuenta del bajisimo valor del indice obtenido, podemos
afirmar que la distribucion de las cotas taquimétricas del terreno
analizado es casi perfecta desde el punto de vista estadistico.

La correspondiente curva poligonal de Lorenz™ apenas se
separa de la diagonal o bisectriz del primer cuadrante en
esta ocasion, dado el bajisimo valor del indice de Gini ya
obtenido, por lo que obviaremos su representacion grafica,
a efectos practicos. En cualquier caso, como podran
comprobar nuestros amables lectores, ampliamos el
concepto acerca de esta importante curva e indice en otros
epigrafes de este mismo libro cuya consulta encarecemos.

2.5. indice de Williamson

En nuestro caso, la variable topografica en estudio es la cota
taquimétrica de los puntos del terreno en cuestion. Este indice, que se
acostumbra a emplear con cierto éxito en trabajos econdmicos,
sociologicos y en modelos de desigualdad regional, vendra dado por la
expresion:

n 2

Z( i_>_() xf,

W={=2 Vie(1,2,...,15)
X

O sea:

15

(x, —101148)" xf, ,
W =1-*= - ‘/0 34583 _ 0'0584
101'148 101'148

La curva de Lorenz es una representacion grafica utilizada frecuentemente para plasmar la
distribucion relativa de una variable en un dominio determinado. El dominio constituye una primera
variable. La variable cuya distribuciéon se estudia puede ser la variable topografica que nos ocupa.
Utilizando como ejemplo estas variables, la curva se trazaria considerando en el eje horizontal el
porcentaje acumulado del dominio en cuestion y en el eje vertical el porcentaje acumulado de la otra
variable del problema planteado. Es, en definitiva, una polilinea o linea quebrada que tiende a convertirse
en curva cuando el tamafio de la muestra analizada tiende a infinito.

50



como se deduce de los calculos de la tabla siguiente y que, como era de
esperar, resulta ser muy bajo, al igual que el indice de Gini anteriormente
calculado:

Tabla 6. Tabla auxiliar de calculo (1V).

Vértices INI((::&-II-_A(xi) n(x-101148) £ | o 1(3‘1“;8)2 (x; -101'148)%- f,
15 100,00 | 1 | -1,148 | 0,067 | 1,317904 | 0,08829957
14 10042 | 1 | 0,728 | 0,067 | 0,529984 | 0,03550893
10 100,45 | 1 | -0,698 | 0,067 | 0,487204 | 0,03264267
13 100,78 | 1 | -0,368 | 0,067 | 0,135424 | 0,00907341
9 100,87 | 1 | -0,278 | 0,067 | 0,077284 | 0,00517803
5 100,98 | 1 | -0.168 | 0,067 | 0,028224 | 0,00189101
12 101,08 | 1 | -0,118 | 0,067 | 0,013924 | 0,00093291
8 10122 | 1 0,072 | 0,067 | 0,005184 | 0,00034733
4 101,20 | 1 0,142 | 0,067 | 0,020164 | 0,00135099
11 101,30 | 1 0,152 | 0,067 | 0,023104 | 0,00154797
3 10137 | 1 0,222 | 0,067 | 0,049284 | 0,00330203
7 10148 | 1 0,332 | 0,067 | 0,110224 | 0,00738501
6 101,80 | 1 0,652 | 0,067 | 0,425104 | 0,02848197
2 101,93 | 1 0,782 | 0,067 | 0,611524 | 0,04097211
1 102,30 | 1 1152 | 0,067 | 1,327104 | 0,08891597
TOTAL 15 0 1,000 | 516164 | 0,34582988

2.6. Curva e indice de concentracion de Lorenz
2.6.1. Otras especificaciones acerca de la curva de Lorenz

En el ejemplo que desarrollamos se considera una poblaciéon de N = 15
vértices o0 estacas y la variable estadistica X = {x;, n;}, Vi=1, 2, 3..., r,
donde x; es la cota taquimétrica correspondiente a cada uno de los

.
puntos analizados del terreno, siendo N=>)n,. Supongamos ademas
i=1

que: X1 < Xz < ... < X;. Llamemos u, = ZXj-nj es decir, la cota taquimétrica
=1
total de los puntos del terreno cuya cota es menor o igual que x;. Sea
1
p, = NW‘-1 00, es decir, el porcentaje de puntos poseedores de la cota total

U (NiT es la frecuencia absoluta acumulada ascendente, es decir, el
numero de puntos del terreno comprendidos en la cota total u;); sea
g, =—100 , es decir, el porcentaje de la cota taquimétrica total poseido

u

r

por los NiT puntos o vértices anteriores.



Pues bien, la curva de Lorenz es la linea poligonal quebrada que une los

puntos (0, 0), (p1, 91), (P2, 92), (P3,» Q3), ---» (P, Qr). EN esta ocasion, se
tiene que r = 15.

En nuestro caso, la correspondiente curva poligonal de Lorenz apenas se
separa practicamente de la diagonal o bisectriz del primer cuadrante,
dado el bajisimo valor del indice de Gini obtenido (G = 0’'0035), como
hemos tenido ocasidén de comprobar con anterioridad.

También puede resultar de cierto interés, en nuestro caso,
la aplicacion de la funcion del econdémetra italiano Vilfredo
Pareto (1848-1923) a Ila distribucibn de las cotas
taquimétricas del terreno en cuestion®', aunque obviaremos
dicha determinacion por razones de simplicidad.

2.6.2. indice de concentracion de Lorenz

En el problema que contemplamos, veamos que un valor aproximado de
este indice es el que se obtiene mediante la aplicacion de la férmula
basada en los porcentajes acumulados, que se emplea comunmente en
los trabajos practicos. Aqui, la féormula correspondiente, explicada en
este mismo libro, tomara la configuracion simplificada (conn =15y g, =

100):
14 14
, 29 2.4
L — 1 - =« i=1 —1- i=1
14 100 700

El resultado que ofrece la aplicacion de la férmula anterior es el que
queda reflejado en la siguiente tabla, teniendo en cuenta, como ya se ha
dicho, que resulta necesario ordenar los valores de la cota taquimétrica
del terreno de menor a mayor, para la aplicacion correcta de la férmula,
asi:

Xi di
6,591 6,591
6,619 13,210
6,621 19,831

> Educado como ingeniero y matematico, Pareto se dedicd, en una primera etapa, a la aplicacion de las
matematicas a la economia. Sucedi6 a Leon Walras en la catedra de economia de la Universidad de
Lausanne, en 1892. Utilizando las curvas de indiferencia introducidas por Edgeworth, logr6 establecer las
condiciones matematicas para que se produjera el Equilibrio General; cred el concepto de "optimo",
llamado luego 6ptimo paretiano, para referirse a una situacion donde se obtiene una maxima utilidad dado
un conjunto previo de bienes o servicios. Sus trabajos sirvieron como punto de partida para la llamada
“Economia del Bienestar”. Criticé agudamente al socialismo.



6,642 26,473
6,648 33,121
6,656 39,777
6,659 46,436
6,671 53,107
6,676 59,783
6,677 66,460
6,681 73,141
6,689 79,830
6,710 86,540
6,717 93,257
6,743 100

TOTAL 100 | 797,558

A esta distribucion de probabilidad le corresponde, pues, el indice de
Lorenz siguiente:

_697'558

=1
- 700

= 0’00345 = 0°345%

que, como puede comprobarse, resulta ser bastante bajo y aproximado al
indice de Gini anteriormente calculado, valiendo al respecto las mismas
consideraciones efectuadas entonces.

3. RESTANTES ESPECIFICACIONES ESTADISTICAS
3.1. El origen de los métodos estadisticos

Una estadistica -con minuscula- es un recuento o numeracion de los
elementos de un conjunto; tal recuento puede realizarse sin ningun
conocimiento de la moderna Estadistica -con mayuscula- y asi, por
ejemplo, en el libro de Confucio® se cita por Chu-King la estadistica
industrial y comercial del Gao, realizada 2.238 afios antes de Jesucristo,
y de todos los cristianos es bien conocida la causa por la que Jesus nace
en Belén: sus padres, José y Maria, hubieron de inscribirse en dicha
ciudad, de acuerdo con las normas dictadas por el emperador romano

32 (tradicionalmente 551 adC - 479 adC). Fue un filésofo chino, también uno de los 5 Santos de las 5
Grandes Religiones, creador del confucianismo y una de las figuras mas influyentes de la historia china.
Las ensefianzas de Confucio han llegado hasta nuestros dias gracias a las “Analectas”, que contienen
algunas de las discusiones que mantuvo con sus discipulos.



Augusto para realizar el censo de poblacion de todas las provincias de
Roma.

Estadisticas analogas a las de nuestros ejemplos (censos de poblacién,
agrarios o industriales, variables macroeconémicas, ...) se siguen
elaborando actualmente en casi todos los paises del mundo y la primera
necesidad de los métodos estadisticos se presenta al intentar comparar
cifras correspondientes a dos conjuntos distintos (dos terrenos
diferentes), o bien a distintas partes o subconjuntos de un mismo
conjunto (parcelas en el interior de una misma finca).

3.2. La Inferencia Estadistica

La Inferencia Estadistica, que actualmente se conoce con el nhombre de
Estadistica tedrica 0 matematica, en contraposicion con la Estadistica
Descriptiva, permitira obtener aquellos “valores medios” de los valores de
las variables topograficas a las que nos hemos referido (ademas de otras
caracteristicas de los elementos del conjunto que se intenta “describir”);
pero el origen de la Estadistica Teorica se encuentra en el Calculo de
Probabilidades.

El objeto esencial de la Estadistica es el de inferir resultados
validos, para un conjunto o poblacién a partir de las observaciones
realizadas en una parte, subconjunto o muestra de dicha poblacion.
Si, por ejemplo, se quiere conocer la cota media de un terreno, se puede
seleccionar un subconjunto (muestra) del mismo mediante la toma de
datos altimétricos de una red o malla cuadrangular, como hemos
realizado en algunos ejemplos que se pueden encontrar en el presente
libro y, a continuacion, los métodos estadisticos permiten estimar la cifra
que interesa conocer, con unos resultados cuya fiabilidad o exactitud se
mide en términos de probabilidad.

La estimacién constituye, precisamente, el problema esencial de la
inferencia estadistica, que presenta distintas modalidades; pero a este
problema esencial de la inferencia hay que afadirle el de la contrastacion
de hipotesis estadisticas para completar el cuadro de la Teoria de la
Inferencia. El rigor matematico con el que se resuelve el problema de la
contrastacion de hipétesis ha sido un potente motor para desarrollar los
campos de las ciencias experimentales y de todas las que basan sus
teorias en la observacion empirica de la realidad.

Los modelos matematicos que utiliza la inferencia estadistica han sido
tomados, en general, de los que estudiaba el antiguo Calculo de
Probabilidades y pueden hacer referencia a la estimacion de
caracteristicas poblacionales (totales, proporciones, promedios) o a los
parametros “ratios” que establecen las relaciones funcionales entre dos o



mas variables estadisticas (relacion entre la cota taquimétrica y las
restantes coordenadas X e Y, por ejemplo).

El segundo problema se conoce en la terminologia estadistica con el
nombre de teoria de la regresion construyéndose una ecuacién que
puede describir, con suficiente exactitud, el relieve de un terreno
determinado. Estos sistemas se denominan modelos mateméticos.

El gran problema de la inferencia estadistica es, para Mood, el de
proporcionar medidas de la incertidumbre de las conclusiones obtenidas
a partir de los datos experimentales®, de donde se intuye la extensa lista
de posibilidades de aplicacién de la ESTADISTICA MATEMATICA; es
decir, todos los problemas de la tecnologia y de las ciencias sociales en
los que es posible medir los resultados conseguidos al concluir cada
experimento aislado, si puede concebirse ilimitada la serie a la que
pertenece cada uno de dichos experimentos.

Dentro de la Inferencia Estadistica se presentan dos problemas
esenciales: los de la estimacion y de la contrastacion de hipotesis. El
primer problema consiste en inferir resultados validos para un conjunto o
poblacion a partir de las observaciones realizadas en una parte,
subconjuntos 0 muestra representativa de dicha poblacion o universo vy,
utilizando los métodos estadisticos, estimar la cifra que interese. Los
métodos de muestreo resuelven en la practica el problema de la
estimacion, pero en los manuales corrientes de Estadistica esta técnica
se refiere a poblaciones infinitas, lo que facilita el tratamiento tedrico,
pero sus resultados no son aplicables directamente al tratar de inferir
estimaciones validas a partir de una muestra correspondiente a
poblaciones finitas.

La contrastacion de hipotesis estadisticas constituye la aportacion mas
fecunda de los métodos estadistico-matematicos para aceptar o rechazar
hipétesis y teorias en cualquier campo cientifico que hayan de
contrastarse con la realidad, o también para resolver problemas menos
cientificos pero de indudable valor practico, cual es el caso de muchos de
los que se plantean en la Topografia.

Para algunos estudiantes de Topografia, acostumbrados a un ambiente
en el cual la Estadistica (ademas de ser una asignatura frecuentemente
dificil de superar en las Facultades) es contemplada como una especie
de dios severo que juzga inexorablemente sobre la significacién de los
datos y la representatividad de las muestras, puede parecer casi
milagroso que con las propuestas que aqui se realizan se abra un
extenso campo de utilidades para esta disciplina. De todas formas, si lo

>3 MOOD (1955): Introduccion a la Teoria de la Estadistica: p. 5.



pensamos bien, el hecho es coherente con el enfoque que hemos
presentado y nada tiene de extraordinario.

3.3. La Estadistica Descriptiva

Si el objeto de la inferencia estadistica es el de estimar caracteristicas
poblacionales o del conjunto total a partir de observaciones muestrales,
cabe preguntarse cuales son aquellas caracteristicas o como se
organizan estos resultados muestrales para estimar los correspondientes
valores de la poblacién o universo.

Un promedio es una caracteristica de la distribucién de frecuencias, pero
tal promedio puede ser mas o menos representativo del conjunto segun
que los valores se concentren o se dispersen mas en torno al
correspondiente promedio, lo que exige el conocimiento de dicha
variabilidad, ya sea mediante estadigrafos de tipo absoluto (desviacion
media, desviacion tipica o standard, rango, recorrido intercuartilico, ...) o
de tipo relativo (coeficiente de variacion de Pearson, coeficiente de
variacion cuartilica,...). Ello y otras razones originan nuevas
caracteristicas de una distribucion de frecuencias. Tanto Ilas
distribuciones de frecuencias como el conocimiento de sus
caracteristicas constituyen un objeto esencial de la Estadistica
Descriptiva. No obstante, se incluyen también en esta materia los
métodos estadisticos que conducen a calcular los parametros que
relacionan dos o mas variables estadisticas (ecuaciones de regresion
lineal o no) o a cuantificar el grado de interdependencia que existe entre
tales variables (coeficientes de correlacion simples o parciales), asi como
algunas otras técnicas mas especificas para ser utilizadas en
determinados campos cientificos. Tanto en el presente capitulo como en
los capitulos 6, 7 y 8 de nuestro libro hemos incluido diversos ejemplos
que pueden resultar suficientemente representativos al respecto de lo
que aqui se expone.

Las estadisticas, en general, corresponden a resumenes numeéricos de
las observaciones realizadas a los elementos de un determinado
conjunto. La recogida de tal informacion puede realizarse mediante una
encuesta censal o muestral, segun que la investigacion estadistica se
realice sobre todos y cada uno de los elementos del conjunto o poblacion
o bien que se investigue solamente una parte o muestra de los
elementos del conjunto (la malla o red de puntos que emplearemos en
los levantamientos altimétricos).

La recogida de datos y la elaboracion de estadisticas presentan
peculiaridades diferentes al tratar de investigar hechos del mundo fisico
como los que aqui nos ocupan. En estos casos pueden emplearse los
métodos de la inferencia estadistica para estimar resultados de la



poblacién a partir de los observados en la muestra y, también en ambos
casos, los errores que se cometen al generalizar los resultados de la
muestra al conjunto total se miden y controlan empleando los mismos
métodos estadisticos. Debe tenerse en cuenta, al respecto, que la
naturaleza no miente cuando se le hace una pregunta y los errores de la
contestacion solamente deben ser imputables a la mayor o menor
precision de los instrumentos topograficos de medida o a un descuido o
impericia del operador (medicidon de una magnitud, por ejemplo).

El conocimiento de la Estadistica Descriptiva (ALCAIDE et alt., 1987)
permite encontrar una imagen empirica de los conceptos mas abstractos
incluidos en las teorias frecuencialistas de la probabilidad. Por ejemplo,
la probabilidad de un suceso coincide con la correspondiente frecuencia
relativa si tal frecuencia viene referida a una poblacion en lugar de a una
muestra y, por tanto, coinciden también los conceptos de esperanza
matematica y media aritmética, varianza de una variable aleatoria y de la
poblacién observada, distribucion de probabilidad y distribucion de
frecuencias, etc.

3.4. Aplicacion de los “métodos robustos” en el analisis de las
variables altimétricas

Hay que considerar que el empleo de las modernas
técnicas de la “inferencia estadistica robusta” en el estudio
de las series cronoldgicas o temporales -aunque, desde
luego, sin ofrecer grandes variaciones en los resultados
finales- podria afinar aun mas algunos de los resultados
obtenidos. Dichos estudios podrian complementarse
desarrollando mas el tema de la “cointegracion” de las
series temporales })/ analizar, incluso, funciones periodicas y
series de Fourier’ mediante el Calculo de Variaciones
clasico.

>* Jean Baptiste Joseph Fourier, nacido en 1768, muerto el 16 de mayo de 1830, fue un matematico
francés conocido principalmente por su contribucion al analisis matematico en el flujo del calor. Educado
para el sacerdocio, Fourier no tomé sus votos pero en cambio se convirtié en matematico. Primero estudio
(1794) y mas tarde ensefié matemética en la recientemente creada Ecole Normale. Se uni6 al (1798)
ejéreito de Napoleon Bonaparte en su invasion a Egipto como consejero cientifico, ayudo alli a establecer
medios educativos y llevo a cabo exploraciones arqueoldgicas. Después de su retorno a Francia en 1801
fue nombrado prefecto del departamento de Isére por Napoledn. A lo largo de su vida Fourier siguié su
interés en matematicas y fisicas matematicas. Llegé a ser famoso por su Théorie analytique de la Chaleur
(1822), un tratado matematico de la teoria del calor. Establecié la ecuacién diferencial parcial que
gobierna la difusion del calor y la resolvid usando series infinitas de funciones trigonométricas. Aunque
estas series habian sido usadas antes, Fourier las investigd de una manera mas detallada. Su investigacion,
inicialmente criticada por su falta de rigor, fue mas tarde mostrada para ratificar su valor. Proveyo el
impetu para trabajar mas tarde en series trigonométricas y la teoria de funciones de variables reales.



Aunque puede afirmarse que la Estadistica tuvo su origen
en los censos romanos de poblacion®, sus métodos, tal
como los conocemos hoy en dia, se deben
fundamentalmente a Sir Ronald Aylmer Fisher®, quien en
su trabajo del ano 1922 (Sobre los fundamentos
matematicos de la Estadistica Tebrica) establecié los
principios a partir de los cuales se fueron desarrollando las
diversas técnicas y métodos que actualmente utilizamos.
Sin  embargo, su correcta aplicacion requiere de
condiciones muy rigidas, tales como un modelo
probabilistico fijo (habitualmente la distribucién normal) en
el que solo queden indeterminados uno o dos parametros
(la media y/lo su varianza). Pero tal restriccion o
condicionante supone un problema, ya que los modelos
probabilisticos mas utilizados rara vez se ajustan bien al
fendbmeno aleatorio observado en la realidad de un terreno
cuya explanacion optima se pretende, razén por la cual los
resultados obtenidos bajo tales supuestos dejan de ser
validos incluso en situaciones muy cercanas a la
modelizada bajo la cual se obtuvieron.

Por estas razones surgieron los denominados “Métodos
Robustos”, aunque su origen se supone remoto. Rey
(1978) lo situa en la antigua Grecia, en donde los sitiadores

>> Entre ellos, el mas famoso posiblemente, y que ya ha sido citado, sea el ordenado por el emperador
César Augusto, que obligé a trasladarse a sus padres, José y Maria, a la ciudad de Belén de Judea, donde
nacid Jests (de Nazareth) en un humilde pesebre.

26 (Londres, 1890-Adelaida, Australia, 1962). Matematico y bidlogo britanico. Se gradudé por la
Universidad de Cambridge en 1912. Pionero en la aplicacion de métodos estadisticos al disefio de
experimentos cientificos, en 1919 comenz6 a trabajar en la estacion experimental de Rothamsted, donde
realizé trabajos estadisticos relacionados con la reproduccion de las plantas. Desarrolld técnicas para
obtener mayor cantidad de informacion util a partir de muestras de datos mas pequeiias, introdujo el
principio de aleatoriedad en la recogida de muestras y el analisis de la varianza o andlisis
multivariacional. Fisher realizd muchos avances en el campo de la estadistica, siendo una de sus mas
importantes contribuciones, la inferencia estadistica descubierta por ¢l en el afio 1920. Publicé su
metodologia estadistica en 1925 en Methods for Research Workers. Traslad6 sus investigaciones al
campo de la genética en The Genetical Theory of Natural Selection (1930), que resume sus puntos de
vista sobre la eugenesia y el papel de control que ejercen los genes sobre los caracteres dominantes, y en
el que considera la seleccion como la fuerza directriz de la evolucion, mas que la mutacion. En 1933
ocupo la catedra Galton de eugenesia en la Universidad de Londres, y de 1943 a 1957, la catedra Balfour
de genética en la Universidad de Cambridge. Los ultimos afios de su vida los pasé trabajando para la
Commonwealth Scientific and Industrial Research Organization en Adelaida.



contaban las capas de ladrillos de algunos muros de la
ciudad sitiada y tomaban la moda (valor mas frecuente) de
los recuentos al objeto de determinar la longitud de las
escalas a utilizar en el asalto. De esta forma, la estimacion
realizada no se veia afectada por los valores extremos de
la variable aleatoria estadistica, procedentes de murallas
muy altas o muy bajas. No obstante, fue en 1964 cuando,
de la misma manera que los trabajos de R.A. Fisher
dotaron a la Estadistica del rigor matematico del que hasta
entonces carecia, el articulo de Peter Huber titulado
Estimacion robusta de un parametro de localizacion abrid
las puertas de la precision matematica en robustez y, por
ende, las del reconocimiento cientifico. Posteriores trabajos
suyos, asi como las aportaciones fundamentales de Frank
Hampel en los afios 1971 y 1974, en las cuales definio los
conceptos de “robustez cualitativa® y la “curva de
influencia”, terminaron de poner los cimientos de los
meétodos robustos, tal y como son conocidos hoy en dia.

De hecho, la introduccion de los Métodos Robustos en la
ciencia Estadistica fue motivada -basicamente, aunque no
de forma exclusiva- por la gran sensibilidad a los datos
anomalos (outliers en la terminologia anglosajona) de los
estimadores generalmente utilizados. No obstante, a pesar
de la relacidon existente entre el analisis de outliers y los
Métodos Robustos, ambos campos han seguido desarrollos
y caminos independientes.

Una de las primeras ideas que sugiere la presencia de
datos andmalos en una serie determinada de variables
topograficas, entendidas éstas como cifras
sorprendentemente alejadas del grupo principal de
observaciones, es la de su rechazo o eliminacion, con
objeto de reparar o limpiar la serie, antes de realizar
inferencias con ella.

Esta idea hallase reflejada en numerosas publicaciones
existentes sobre el tema. Asi, por ejemplo, puede leerse en



el trabajo de Ferguson (1961) que “... el problema que se
plantea en el tratamiento de los datos andmalos es el de
introducir algun grado de objetividad en su rechazo...”,
dando por supuesto que los datos andmalos son
necesariamente erroneos y que, por tanto, deben de ser
eliminados. Pero ello no es mas que una de las posibles
opciones a considerar en el tratamiento de los datos
anomalos, puesto que no siempre son necesariamente
erroneos.

En definitiva, los datos pueden ser o parecer anémalos en
relacion con el modelo supuesto, por lo que una posible
alternativa a su rechazo es la de su incorporacion,
ampliando el modelo. Ello nos llevaria a una nueva
definicidon de outlier, a saber: “aquella observacion que
parece ser inconsistente con el resto de los valores de la
serie, en relacion con el modelo supuesto”. Desde luego,
en la definicibn anterior aparece una componente
ciertamente subjetiva en la calificacion o conceptualizacion
de un dato como “andémalo”. Existe una manera mas
objetiva de poder llegar a tal conclusion. Se trata de utilizar
unos tests de hipodtesis, denominados tests de
discordancia, que estan basados en unos estadisticos o
estadigrafos para los que es posible determinar, o al menos
tabular, su distribucion en el muestreo. Mediante dichos
tests podemos calificar a uno o varios datos como
discordantes -esto es, valores que resultan significativos en
un test de discordancia- y como consecuencia podemos,
como hemos visto:

- Rechazarlos, eliminandolos del resto de la serie.

- lIdentificarlos, resaltando algun aspecto que
pudiera resultar interesante.

- Incorporarlos, ampliando Ila distribucién-modelo
propuesta.

A pesar del esfuerzo realizado para conseguir una
calificacion objetiva de los datos, el caracter subjetivo



permanece, en cierta medida, en los tests de discordancia,
tanto en su nivel de significacion como en la propia eleccion
del contraste a considerar. Ademas, como en todo test de
hipotesis, los tests de discordancia no son simétricos; es
decir, no son tratadas de igual manera la hipotesis nula de
ausencia de outliers en la serie que la alternativa de, por
ejemplo, tres outliers a la derecha. Y una vez concluido el
test, deberian considerarse los dos tipos de error asociados
al test. Pero lo peor de proceder de tal suerte, rechazando
los outliers y luego utilizando los métodos clasicos, reside
en la pérdida de eficiencia con respecto a la utilizacion de
Métodos Robustos.

Otro problema adicional relacionado con el tratamiento de
outliers es que éstos no solo se presentan en situaciones
simples, sino que también aparecen en situaciones mas
estructuradas, como puede ser el caso de las series de
variables topograficas que nos ocupan. En estas
situaciones, los datos andmalos tenderan a ser menos
aparentes, siendo en ocasiones la discrepancia con el
modelo propuesto lo que conferira “anomalia” al dato. Asi,
por ejemplo, en una regresion minimocuadratica (simple o
multiple, lineal o no) la anomalia consistira en no estar
alineado con el resto de las observaciones.

Ahora bien, el ser andbmalo no consiste necesariamente en
ser extremo; puede encontrarse en el grupo principal de
observaciones y ser tratado como “anémalo”. Al respecto,
puede verse el ejemplo de la figura siguiente, en el que
aparece una supuesta serie de observaciones de las cotas
taquimétricas de un terreno o parcela en estudio:

Cotas (m.
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Fig. 3. Serie descendente de observaciones taquimétricas de una parcela.

Por tanto, el término modelo, en la definicidn de outlier que
hemos dado anteriormente, debe entenderse en un sentido
bastante amplio.

Digamos, como resumen y sintesis de lo expuesto en el presente
apartado de nuestro libro, que mientras los tests de discordancia tienen
como objetivo el estudio de los outliers en si mismos, proponiendo como
accion ante la presencia de un outlier alguno de los tres puntos
anteriormente resefados, los Métodos Robustos estan disefiados para
realizar inferencias sobre el modelo, reduciendo la posible influencia que
pudiera tener la presencia de datos anémalos. De hecho, los Métodos
Robustos son denominados, en ocasiones, Técnicas de acomodacion de
outliers. Es decir, en los tests de discordancia los outliers constituyen el
objetivo, mientras que en los Métodos Robustos, cuya aplicacion al
estudio de la prediccion de las variables topograficas que aqui
propugnamos, son precisamente el mal a evitar.

3.5. La comparaciéon de medias

Por lo que se refiere a la caracterizacion del valor central de la
distribucion de las variables topograficas, veamos que G. Udny Yule®’,
estadistico inglés, en su "Introduccién a la Teoria de la Estadistica", ha
precisado las condiciones que debe cumplir también una buena
caracterizacion del valor central de una serie de medidas altimétricas. En
resumen, son las siguientes:

a) La caracteristica del valor central debe ser definida objetivamente
a partir de los datos de la serie, sin que haya lugar a intervenir ninguna
apreciacion subjetiva del estadistico.

37 George Udny Yule, inglés con estudios de ingenieria y fisica, fue un colaborador de Pearson, que hizo
algunos aportes a la obra de este ultimo. Trabajo en correlacion, y también en curvas asimétricas, como su
predecesor. Colaboro en la publicacion de Pearson, proporcionando un ejemplo de la aplicacion de ajuste
de una curva asimétrica a datos sobre distribucion de la pobreza en Inglaterra y Gales. Pero luego se
movio en direcciones independientes. Relaciono la regresion con el método de los minimos cuadrados,
proporcionando un gran conjunto de algoritmos que habian desarrollado los astronomos, para la solucion
de las ecuaciones normales, asociadas al calculo de la regresion. Los trabajos publicados por Yule cubren
hasta la primera década del siglo XX.



b) Debe depender de todas las observaciones de la serie, a ser
posible. Sefalemos que, no obstante, hay veces que se plantea el
problema de decidir si debe tenerse en cuenta una observacion (“outlier”)
que es notablemente distinta de todas las demas de su conjunto o si
puede ser rechazada por considerar que tal observacion tiene caracter
excepcional debido a algun factor extrafio a la serie como, por ejemplo,
un error de observacion. En este sentido, recomendamos la aplicacion de
los denominados “métodos robustos”, tal como se propugna en el
presente capitulo de nuestro libro.

c) Debe tener, en la medida de lo posible, una significacion
concreta, sencilla y facil de comprender. Si se tiene en cuenta que
muchos de los valores centrales de las series han de ser utilizados por
personas poco familiarizadas con la Estadistica, se comprende la
preferencia que en la realidad se ha dado a la media aritmética como
caracteristica del valor central de que goza esta propiedad, de una
interpretacion sencilla.

d) Debe ser de célculo facil y rapido.

e) Debe ser poco sensible a las fluctuaciones del muestreo.
Frecuentemente las observaciones se efectuan, no sobre el conjunto
completo o “universo” de elementos a estudiar, sino sobre una parte de
éstos que recibe el nombre de “muestra”, que debe ser suficientemente
representativa de dicho “universo” y tener el tamafo adecuado. La
presente consideracion resulta particularmente interesante en el caso del
estudio de un numero determinado de vértices referido al conjunto de un
terreno o parcela. Las observaciones hechas sobre los elementos
componentes de la muestra constituyen la serie estadistica de la cual se
determina el valor central. Es evidente que "a priori" no puede
asegurarse que el valor central correspondiente a la muestra adoptada
coincida con el valor central que se obtendria si se hiciese una serie
estadistica que abarcase todo el conjunto completo de elementos a
estudiar, ni que coincidan siquiera con los correspondientes a distintas
muestras que se eligiesen al azar. Ahora bien, dado que en la practica se
procede casi siempre por muestreo, conviene que la caracteristica
elegida del valor central sea de tal naturaleza que dicho valor central sea
sensiblemente el mismo para las distintas muestras. Conviene hacer
notar, al respecto, que esta eleccion del valor central sélo sera posible
cuando se conozca la ley de distribuciéon del fendmeno en estudio; la
variacion del valor central y de otros estadisticos en las distintas
muestras entra de lleno en la parte de la Teoria Estadistica conocida por
la denominacion de “Teoria de las Muestras”.



f) Debe ser adecuada a los célculos algebraicos posteriores. Se
comprende facilmente la importancia de tal condicion con sélo pensar en
el caso muy frecuente de tratar de determinar el valor central que
corresponde a una serie global resultado de reunir varias series
estadisticas parciales.

De entre las cuatro medias que se podrian emplear en este tipo de
trabajos topograficos (aritmética, geométrica, cuadratica y armonica) se
ve inmediatamente que la aritmética es la que mejor reune las anteriores
condiciones de Yule, si bien ni ella ni las otras tres proporcionan
indicacién alguna acerca de la reparticién de los datos de la series o de
sus posiciones respectivas ni sobre las desviaciones de unos respecto a
otros. Se limitaran a condensar todos los datos de la serie en uno solo, la
media, como sintesis de todos ellos.

En particular, las medias aritmética (X) y cuadratica (C) dan mucho
relieve a los elementos grandes de la serie y, desde luego, la segunda
todavia mas que la primera. Por el contrario, las medias geométrica y
armonica destacan la influencia de los valores pequefios y reducen la
influencia de los valores grandes, lo que habra que tener bien presente
en los trabajos de Topografia como los altimétricos que aqui nos ocupan.

Hay otra caracteristica de las medias que a primera vista parece
deseable, pero que puede no serlo: tienen en cuenta cada caso
individual. A veces, las muestras de cotas taquimétricas contienen
observaciones muy pequefias 0 muy grandes en funcion de lo abrupto
del terreno a nivelar, o bien de la presencia de cimas de colinas o fondos
de vaguadas, que hallanse tan alejadas del cuerpo principal de los datos
(outliers) que parece discutible si resulta apropiado incluirlas en la
muestra. Cuando tales valores, denominados “aislados”, se promedian
con los otros valores mas representativos, pueden afectar a la media
hasta tal grado que su meérito, como descripcion relevante y significativa
del “centroide” de los datos, se hace altamente cuestionable. En todo
caso, los datos aislados de resultas de errores groseros en los calculos,
de anotaciones perversas en el registro de datos (libreta de campo,
archivos informaticos), del mal funcionamiento del equipo topogréfico,
etc., se pueden identificar con frecuencia en cuanto a su fuente y
simplemente se eliminan o depuran del conjunto de cotas antes de
promediarlas.

Pues bien, en vez de omitir los datos aislados a los que hemos hecho
referencia y calcular una especie de “media modificada” para tratar de
evitar la dificultad mencionada, se podria describir el centroide de la
parcela en estudio mediante otra medida de situacion o valor central
lamada mediana. Por definicion, en una distribucion unitaria de
frecuencias, la mediana de un conjunto de datos es el valor del elemento



central (si el numero de vértices o estacas levantadas es impar) o bien la
semisuma de los dos elementos centrales (si el numero de vértices es
par) cuando dichos datos estan ordenados, es decir, dispuestos en orden
de magnitud creciente o decreciente. En el caso de una distribucion de
frecuencias estructurada por intervalos de clase, el calculo de la mediana
viene dado por la formula correspondiente cuyo origen no procede
especificar aqui. A diferencia de la media, pues, la mediana no se afecta
facilmente con los valores extremos.

La mediana, como la media, siempre existe y es unica para cada
conjunto de datos. En su contra tiene la tediosidad de lo que representa
ordenar manualmente grandes conjuntos de datos (aunque el ordenador
puede suplir la expresada carencia) y, lo que es peor desde el punto de
vista de la inferencia estadistica: una mediana de una muestra de cotas
del terreno no es, en general, una estimacién tan fiable de una media del
conjunto como lo es la media aritmética o esperanza matematica de los
mismos datos. De hecho, las medianas de muchas muestras tomadas de
la misma poblacion o universo suelen variar mas ampliamente que las
correspondientes medias de las muestras.

Recordemos, por ultimo, que los promedios o valores centrales de la
distribucion de probabilidad deben calcularse a partir de datos
homogéneos y numerosos, condiciones ambas inherentes a toda buena
estadistica en materia de tratamiento de las variables topograficas.

CAPITULO 5
EL MODELO GENERAL DE



REGRESION LINEAL MULTIPLE

1. INTRODUCCION. DEFINICION

Para la mejor comprension del presente capitulo de nuestro libro,
conviene consultar previamente los anexos nums. 1 y 3 que se
acompafan al final del mismo.

Es evidente que lo mas econdmico y rapido para modelar el
comportamiento de una variable y es usar una sola variable predictora
utilizando un modelo lineal. Pero algunas veces resulta bastante obvio
que el comportamiento de y es imposible que sea explicado en gran
medida por sélo una variable. Por ejemplo, es imposible tratar de explicar
la cota taquimétrica de un punto del terreno (Z) en base exclusivamente a
una cualquiera de sus coordenadas (X) o (Y). Tratar de explicar el
comportamiento de Z con mas de una variable predictora, usando
una funcional lineal, puesto que se trata de un proceso de
nivelacion del terreno determinado por un plano, es precisamente el
objetivo de la regresion lineal multiple (triple) que aqui pretendemos
y que ofrece un extenso campo de utilidades en los trabajos de
movimiento de tierras propios de la mineria, las obras publicas, la
edificacion, la industria, el urbanismo y la ingenieria agroforestal.

Se trata, pues, de predecir el valor de una variable respuesta y como
funcion lineal de una familia de m variables explicativas (x4, Xz, ..., Xy), @
partir de una muestra de alturas o cotas de tamafo n cuyas
observaciones se ordenan matricialmente del siguiente modo:

Yo X Xz X
Yo Xy Xy oo Xpn
yn Xn1 Xn2 Xnm

que es una matriz rectangular de dimensiones [n x (m+1)], siendo y; la
i-ésima variable respuesta y x;; la j-ésima variable explicativa asociada a
la observacion taquimétrica i.

En nuestro caso, se tiene que:

y = z, es la cota taquimétrica del plano definitivo de nivelacion.

(x4,x2) son las coordenadas absolutas o relativas de los vértices del
terreno inicial (ordenada y abscisa de cada punto medido).



Asi puestas las cosas, se trata de ajustar los datos a un modelo de la
forma analitica:
¥i=fo+ Xt o+ i Xim + 6

bajo las siguientes hipotesis de partida:

Los residuos g; son normales de media 0 y varianza comun desconocida
o?; ademas, estos residuos son independientes.

El nimero de variables explicativas (m = 2) es menor que el de
observaciones (n); esta hipotesis se conoce con el nombre de “rango
completo”. No existen relaciones lineales exactas entre las variables
explicativas.

El estimador del vector paramétrico es:

Fo

B=|M =" 07Xy

=

M
siendo:
n 1 X3 x12 - X1
1l x»n x e X
F:'l_’z Cox=| .11 ?1 ) 1.m
F¥n 1 Xnl Xul "t Eam

habiéndose indicado la transposicion matricial mediante el superindice t.

2

El estimador insesgado de la varianza c“, conocido con el nombre de

“varianza residual’, tiene por expresion:

A N .
b= D (1 —Bo—Fr 1~ e~ B i)’
=1

Cn-m-1 :
El coeficiente de determinacion o critico corregido, viene definido como:
R =100 [1 % ]
55
siendo:

1 "
Sizﬁgl“o’i—ﬂz

y mide el ajuste del modelo. Se interpreta como el porcentaje de
variacion de la variable respuesta explicada por el modelo; asi, cuanto



mas se acerque R? al 100%, con mas confianza se podra considerar el
modelo lineal que estamos elaborando como valido. Contrariamente, si
ocurre que el coeficiente de determinacién o critico R? sale bajo (digamos
menor de un 30%), considerando ademas que su valor no se ha visto
afectado por datos anormales, entonces el modelo es pobre y para
mejorarlo hay tres alternativas que frecuentemente se usan, a saber:

a) Transformar la variable predictora, o la variable de respuesta Z, o
ambas y usar luego un modelo lineal.

b) Usar la regresion polindbmica con una variable predictora.

c) Conseguir mas variables predictoras y usar una regresion lineal
multiple.

En el primer caso, se puede perder el tiempo tratando de encontrar la
transformacion mas adecuada y se podria caer en “overfitting”, es decir,
en encontrar un modelo demasiado optimista, que satisface demasiado la
tendencia de los datos tomados pero que resulta evidentemente pobre
para hacer predicciones debido a que tiene una varianza grande.

En el segundo caso el ajuste es mas rapido, pero es bien facil caer en
“overfitting” y, ademas se pueden crear muchos problemas de calculo ya
que pueden surgir problemas de colinealidad, es decir, de relacién lineal
entre los términos del modelo polinomio®.

El tercer caso es tal vez la alternativa mas usada y conveniente. Tiene
bastante analogia con el caso simple, pero requiere el uso de vectores y

%% La “colinealidad” constituye un problema con que nos podemos encontrar en un analisis de regresion.
Si en un modelo de RLM alguna variable independiente es combinacion lineal de otras, el modelo es
irresoluble, debido a que, en ese caso, la matriz X'X es singular, es decir, su determinante es cero y no se
puede invertir. A este fendmeno se le denomina colinealidad. Que una variable X; sea combinacion lineal
de otra X,, significa que ambas estdn relacionadas por la expresion X; = b; + b,X,, siendo b; y b,
constantes; por lo tanto el coeficiente de correlacion entre ambas variables serd 1. Del mismo modo, que
una variable X, sea combinacion lineal de otras X,, ..., X; con V i>2, significa que dichas variables estan
relacionadas por la expresion X; = b; > + b, X; + ... + b; X, siendo by,..., b; constantes y por tanto, el
coeficiente de correlacion multiple Rxix». xi también serd 1. Otro modo, por tanto, de definir la
colinealidad es decir que existe colinealidad cuando alguno de los coeficientes de correlacion simple o
multiple entre algunas de las variables independientes es 1, es decir, cuando algunas variables
independientes estan correlacionadas entre si. En la practica, esta colinealidad exacta raras veces ocurre,
pero si surge con cierta frecuencia la llamada quasi-colinealidad, o por extension, simplemente
colinealidad, en que alguna variable es "casi" combinacion lineal de otra u otras, o dicho de otro modo,
algunos coeficientes de correlacion simple o multiple entre las variables independientes estan cercanos a
1, aunque no llegan a alcanzar dicho valor. En este caso la matriz X'X es quasi-singular, es decir su
determinante no es cero, pero es muy pequeiio. Como para invertir una matriz hay que dividir por su
determinante (véase el anexo 1), en esta situacion surgen problemas de precision en la estimacion de los
coeficientes, ya que los algoritmos de inversion de matrices pierden precision al tener que dividir por un
namero muy pequefio, siendo ademas inestables. Ademas, como la matriz de varianzas de los estimadores
es proporcional a X'X, resulta que, en presencia de colinealidad, los errores estandar de los coeficientes
son grandes (hay imprecision también en sentido estadistico). Por consiguiente, a la hora de plantear
modelos de RLM conviene estudiar previamente la existencia de quasi-colinealidad (la colinealidad
exacta no es necesario estudiarla previamente, ya que todos los algoritmos la detectan; de hecho no
pueden acabar la estimacion). Como medida de la misma hay varios estadisticos propuestos; los mas
sencillos son los coeficientes de determinacion de cada variable independiente con todas las demas.



matrices. Precisamente, en el anexo 1 del presente libro se introduce un
tutorial elemental para el manejo adecuado de este tipo de instrumentos
matematicos algebraicos, en el que se desarrollan algunos ejemplos de
interés.

2. CONTRASTE DE REGRESION

El contraste de regresion es imperativo a la hora de diagnosticar y validar
el modelo que se esta ajustando; consiste en decidir si realmente la
variable respuesta o cota taquimétrica definitiva y es funcion lineal de las
variables explicativas o coordenadas x4, Xs, ..., Xm (€n nuestro caso
concreto, se tiene que m = 2).

Formalmente, el contraste de hipdtesis®™ se plantea en los siguientes
términos:

Ho: "no existe dependencia lineal: i =F= .. =fn=0" (hipdtesis
nula), frente a la alternativa:

H,: "si existe alguna dependencia lineal: £ #0",

El estadistico de contraste a emplear es el siguiente:

=

A n-1 r—m-—1

T om 8 m
que se distribuye como una Fp, n.m.1 de Snedecor®. El contraste se realiza
normalmente con un nivel de significacion del 5% (véanse tablas del
anexo 4).

% Un contraste de hip6tesis (también denominado test de hip6tesis o prueba de significacién) es una
metodologia de inferencia estadistica para juzgar si una propiedad que se supone cumple una poblacion
estadistica es compatible con lo observado en una muestra de dicha poblacion. Fue iniciada por Ronald
Fisher y fundamentada posteriormente por Jerzy Neyman y Karl Pearson. Mediante esta teoria, se aborda
el problema estadistico considerando una hipdtesis determinada Hy y una hipoétesis alternativa Hy, y se
intenta dirimir cual de las dos es la hipotesis verdadera, tras aplicar el problema estadistico a un cierto
nimero de experimentos. Estd fuertemente asociada a los considerados errores de tipo I y II en
Estadistica, que definen respectivamente, la posibilidad de tomar un suceso verdadero como falso, o uno
falso como verdadero. Existen diversos métodos para desarrollar dicho test, minimizando los errores de
tipo I y II, y hallando, por tanto, con una determinada potencia, la hipotesis con mayor probabilidad de ser
correcta. Los tipos mas importantes son los tests centrados, de hipdtesis y alternativa simple,
aleatorizados,... Dentro de los tests no paramétricos, el mas extendido es, probablemente, el test de
Kolmogorov-Smirnov.

%0 Usada frecuentemente en teoria de probabilidad y estadistica, la distribucion F es una distribucion de
probabilidad continua. También se la conoce como distribucion F de Snedecor o como distribucion F
de Fisher-Snedecor. Una variable aleatoria de distribucion F se construye como el siguiente cociente:

_ Ui/d

- L"—Q /dg




Generalizando la notacién usada para el modelo de regresion lineal
simple, disponemos en n observaciones del terreno de los datos de una
variable respuesta Y y de p variables explicativas Xq,X,...,X,. La
situacién mas sencilla se refiere justamente al caso de una unica variable
regresora en la que se dispone de informacién en dos variables
adicionales (abscisa y ordenada de cada punto). Al igual que ocurria en
el caso bidimensional, se puede visualizar la relacion entre las tres
variables en un gréafico de dispersion en el espacio afin tridimensional®’
euclideo R® de modo que la técnica de regresion lineal multiple
proporcionaria el plano 6ptimo de nivelacion del terreno que mejor
se ajusta a la nube de puntos resultante en un espacio n-
dimensional.

En el caso general, el modelo de regresion lineal multiple con p variables
responde a la ecuacion:

Y= Byt BEnt Bt B, Xt i=1.a (1)

de modo que los coeficientes B; se estiman siguiendo el criterio de los
minimos cuadrados:
o S 2
??I!‘I.F’Izm -6 — 6y - B A _"'_ﬁPXiP:I

Fe gl
iml,. %

donde U, y U, siguen una distribucion ji-cuadrada con d; y d, grados de libertad respectivamente, y U, y
U, son estadisticamente independientes. La distribucion F aparece frecuentemente como la distribucion
nula de una prueba estadistica, especialmente en el analisis de la varianza.

6! Sin duda alguna, la obra mas famosa de Euclides de Megara (325-265 a.C.) es su tratado matematico
titulado Los elementos. El libro en cuestion era una recopilacion del conocimiento que se volvid el centro
de la ensefianza matematica durante 2.000 afios. Probablemente, ninguno de los resultados en LoOS
elementos haya sido demostrado por primera vez por Euclides, pero la organizacién del material y su
exposicion, sin duda alguna se deben a él. De hecho hay mucha evidencia de que Euclides us6 libros de
texto anteriores cuando escribia los elementos ya que presenta un gran namero de definiciones que nunca
son usadas, tales como la de un oblongo, un rombo y un romboide. El tratado empieza con definiciones y
cinco postulados. Los primeros tres postulados son axiomas de construccion; por ejemplo, el primero de
ellos plantea que es posible dibujar una linea recta entre cualesquiera dos puntos. Estos postulados
también suponen implicitamente la existencia de puntos, lineas y circulos y después deduce la existencia
de otros objetos geométricos a partir de que los primeros existen. Hay otros supuestos en los postulados
que no son explicitos. Por ejemplo, supone que hay una tnica linea uniendo cualesquiera dos puntos.
Similarmente, los postulados dos y tres, al producir lineas rectas y dibujar circulos, respectivamente,
suponen la unicidad de los objetos cuya construccion estd siendo postulada. Los postulados cuarto y
quinto son de naturaleza distinta. El cuarto afirma que todos los angulos rectos son iguales. Esto puede
parecer 'obvio' pero de hecho supone que el espacio es homogéneo, es decir, que una figura sera
independiente de la posicion en el espacio en la que esté colocada. El famoso quinto postulado, o de las
paralelas, afirma que una y sélo una linea puede ser dibujada a través de un punto y que sea paralela a
otra linea dada. La decision de Euclides de hacer de esto un postulado llevo a la geometria euclidiana. No
fue sino hasta el siglo XIX que este postulado fue abandonado y se estudiaron las geometrias no-
euclidianas.



La obtencidn aqui de las expresiones de los estimadores minimo
cuadraticos de dichos coeficientes exige reescribir la expresion (1)
utilizando notacion matricial. Asi, la formulacién quedaria escrita del
siguiente modo vectorial:

r=X8+¢ (1)
donde:
Fl Xll Xlﬁ le ) =
yl 1 Xﬂl Xﬂﬂ XEP El
r= Y2 J=1.. ¥ e=|"?
_J’ 1 Xli?d—lll X[?é-l:ﬂ Xi?!—lilr 5
* 1 Xy Xa . Xy "

en que los estimadores minimo cuadraticos se obtienen a partir de la
ecuacion:

p=xTxl"xTy

y donde Y es un vector columna n dimensional; X es una matriz de
dimensiones (nxp’) denominada “matriz de disefio”, con p’=p+1; B es el

vector columna de los coeficientes de regresion a ser estimados, de
dimensién (p’x1), y e = e es un vector columna aleatorio de dimensién n.

De este modo, la anterior formulacién vectorial (1) constituye una suma 'y
producto de matrices “conformes”, de dimensiones:

(nx1)=(nxp)x(E x1)+(nx1)

Escribiendo el modelo para cada una de las observaciones (en nuestro
caso seran las coordenadas de los puntos del terreno analizado), éste
puede ser considerado como un sistema de n ecuaciones lineales de la
forma:

( w =B, +Bix, +Brxy +...... B,x, +e
Vv, =B, + Bix, + Boxy "'---“ﬁp-";,-: +ée;

V= B, +pBx, +B.x,, ... ,ﬁ X, Te,

que, a su vez, puede ser escrito en forma matricial como:



_1|_ 1 1]] 1]2 J:llll.] ﬁll E‘]
¥y 1 x21 x99 X2 p rBI €y
Y I Xpl Xp2 o . Xpp p P €a

Se mantiene una interpretacién analoga al caso de la regresion lineal

simple (p.e. B, representa el incremento por término medio en la variable

respuesta por cada unidad adicional en la variable X;). Como se puede
observar, la obtencion de estimadores, intervalos de confianza vy
contrastes de hipdtesis para los coeficientes de regresion involucran
expresiones matriciales y distribuciones multivariantes que complican
notablemente las operaciones, por lo que en la practica dichos calculos
se obtienen de un modo inmediato mediante el manejo de diferentes
paquetes estadisticos. Son muchos los textos en los que se pueden
encontrar desarrollos tedricos de dichas expresiones. Sin detenerse en
ello, basta decir que manteniendo las hipétesis habituales de
independencia, homocedasticidad®®, normalidad y linealidad se calculan
expresiones para el error estandar de cada coeficiente estimado e
intervalos de confianza de modo analogo al caso de la regresion simple.
La significacion estadistica de cada variable se obtiene simplemente
calculando el cociente entre el coeficiente estimado y su error tipico, y
comparandolo con el cuantil correspondiente de una distribucion t de
Student®® con (n-p-1) grados de libertad. La bondad de ajuste del modelo

62 La homocedasticidad es una propiedad fundamental del modelo de regresién lineal general y esta
dentro de sus supuestos clasicos basicos. Se dice que existe “homocedasticidad” cuando la varianza de los
errores estocasticos de la regresion son los mismos para cada observacion i (de 1 a n observaciones), es
decir:
E(rugj=r:ri Yi=1n

donde 02u es un escalar constante para todo i. Lo que significaria que habria una distribucion de
probabilidad de idéntica amplitud para cada variable aleatoria. Esta cualidad resulta necesaria, seglin el
Teorema de Gauss-Markov, para que en un modelo los coeficientes estimados sean los mejores o
eficientes, lineales e insesgados. Cuando no se cumple esta situacion, decimos que existe
“heterocedasticidad”, que es cuando la varianza de cada término de perturbacion (U;) no es un nimero
constante °. Este fenomeno suele ser muy comiin en datos de Corte Transversal y también se presenta,
menos frecuentemente, en series de tiempo o cronoldgicas. Si se regresiona un modelo a través de la
técnica de los Minimos Cuadrados Ordinarios con presencia de heterocedasticidad, los coeficientes siguen
siendo lineales e insesgados pero ya no poseen minima varianza (eficiencia).

% En Probabilidad y Estadistica, la distribucion t (de Student) es una distribucion de probabilidad que
surge del problema de estimar la media de una poblacion normalmente distribuida cuando el tamafio de la
muestra es pequefio. Esta es la base de la popular prueba t de Student para la determinacion de las
diferencias entre dos medias muestrales y para la construccion del intervalo de confianza para la
diferencia entre las medias de dos poblaciones. La distribucion t surge, en la mayoria de los estudios



se puede valorar mediante la varianza residual y el estadistico R?
(coeficiente de determinacién), definidos de la forma habitual. También
aqui puede utilizarse el contraste F global de la regresion, calculado a
partir de las sumas de cuadrados explicada y no explicada para valorar la
utilidad del modelo.

Es importante recalcar la necesidad del uso de métodos estadisticos
multivariantes para estudiar correctamente la relacion existente entre
mas de dos variables. La aplicacion de las técnicas de regresion ha sido
tratada en diversos textos desde un punto de vista eminentemente
practico. Aunque el modelo de regresion se ha planteado inicialmente
para analizar la relacion entre variables cuantitativas, su generalizacion al
caso de variables regresoras cualitativas es inmediata. Este tipo de
analisis recibe el nombre de analisis de covarianza o andlisis de varianza
segun contenga o no ademas variables numéricas. La limitacion de este
modelo (por considerar que la relacién de cada variable con la respuesta
es de tipo lineal) queda solventada mediante la transformacion
logaritmica de cada variable regresora.

3. SELECCION DE VARIABLES

Una de las principales dificultades a la hora de ajustar un modelo de
regresion multiple surge cuando es necesario identificar entre el conjunto
de variables disponibles aquellas que estan relacionadas con la
respuesta y que la predicen de la mejor forma posible. Cuando el numero
de variables es reducido, como en el caso que nos ocupa (3), la
seleccion no resulta complicada y es incluso obligada: las tres
dimensiones o0 coordenadas espaciales. En aquel caso, una primera
alternativa es construir un modelo por inclusion o hacia delante
("forward"), considerando en primer lugar la relacion de cada variable con
la respuesta e ignorando todas las demas variables, valorandola por
medio del coeficiente de correlacién lineal de Pearson. Aquella que
muestra una correlacion mas alta con la variable dependiente se
introduce en un modelo inicial.

El segundo paso consiste en seleccionar entre las variables restantes
aquella que al introducirla en el modelo permite explicar una mayor parte
de la variabilidad residual. La comparacion entre distintos modelos debe
hacerse en términos del valor relativo de los coeficientes de

estadisticos practicos, cuando la desviacion tipica o “standard” de una poblacion se desconoce y debe ser
estimada a partir de los datos de una muestra. La distribucion de Student fue descrita en 1908 por William
Sealy Gosset. Gosset trabajaba en una célebre fabrica de cerveza, Guiness, que prohibia a sus empleados
la publicacion de articulos cientificos debido a una difusion previa de secretos industriales. De ahi que
Gosset publicase sus resultados bajo el pseudonimo de Student. De ahi también que la distribucion
antedicha se conozca por su nombre actual.



determinacion y el contraste F parcial. Este esquema se repetiria hasta
qgue ninguna otra variable entrase a formar parte del modelo.

4. INTERACCION, CONFUSION Y COLINEALIDAD

Cuando se introduce mas de una variable en el modelo de regresién es
necesario contrastar ademas la independencia de los efectos de todas
ellas. Es decir, se supone que la asociacion de cada variable (abscisa,
ordenada) con la respuesta (cota taquimétrica) no depende del valor que
tomen el resto en la ecuacidon de regresién. En otro caso se dira que
existe interaccién. Antes de aprobar el modelo definitivo, por lo tanto, se
debe explorar la necesidad de incluir términos de interaccion calculados
a partir del producto de pares de variables, comprobando si mejora la
prediccidon, siendo aconsejable investigar solamente aquellas
interacciones que puedan tener una explicacion.

En ocasiones, el fendmeno de la interacciobn se hace coincidir
erroneamente con los de confusion y correlacion. Existe confusion
cuando el efecto de una variable difiere significativamente segun se
considere o no en el modelo alguna otra. Esta se asociara tanto con la
variable inicial como con la respuesta, de modo que en casos extremos
puede invertir el primer efecto observado. En ese caso las estimaciones
adecuadas son aquellas que proporciona el modelo completo, y se diran
que estan controladas o ajustadas por variables de confusién.

Por otro lado, el fendmeno que se produce cuando dos variables
explicativas muestran una correlacion alta recibe el nombre, como ya
hemos visto, de quasi-colinealidad y puede producir estimaciones
inestables de los coeficientes que se traducen en valores desorbitados
de sus errores tipicos y resultados poco creibles, o que habra que tener
muy en cuenta. Por consiguiente, a la hora de plantear modelos de RLM
conviene estudiar previamente la existencia de quasi-colinealidad (la
colinealidad exacta, esto es, cuando una o mas variables son una
combinacién lineal de otra, no es necesario estudiarla previamente, ya
que todos los algoritmos la detectan; de hecho no pueden acabar la
estimacion). Como medida de la misma hay varios estadisticos
propuestos, los mas sencillos son los coeficientes de determinacion de
cada variable independiente con todas las demas.

La mayoria de los paquetes estadisticos existentes en el mercado
muestran en sus salidas diagndsticos de colinealidad (tolerancia, factor
de inflaciéon de la varianza, indice de condicion) que pueden ayudarnos
eficazmente a solventar este tipo de problemas. Por lo tanto, se ha de
tener un cuidado especial en la etapa de construccion del modelo: un
cambio significativo en las estimaciones, tras la inclusion de una nueva



variable, puede evidenciar cualquiera de estos fendmenos. Nos
correspondera a nosotros, al cabo, evaluar la conveniencia de incluirla o
no en el modelo.

5. EL AJUSTE A UN PLANO OPTIMO DE LA NIVELACION DE UN
TERRENO

El tratamiento completo del modelo general para m variables ya ha sido
explicado con anterioridad. En el presente libro se trata de un caso bien
simple de regresion lineal multiple en que se dispone de una ecuacion
con dos variables independientes adicionales (ordenada y abscisa) y una
variable funcional o funcién (cota taquimétrica), asi:

Y'=a+bx +bx,

Dicha ecuacién representa un plano en el espacio afin tridimensional
euclideo R® donde a es la cota taquimétrica en el origen de

coordenadas y es una estimacion del parametro ;. El coeficiente b,
indica la cantidad que se espera que un cambio de una unidad en X,
afecte a Y’ y es una estimacion de B,, mientras que b, es la cantidad en
que se espera que resultara afectada Y’ por un cambio de una unidad en
X, y constituye una estimacion de 33 .

Existen tres conjuntos de estadisticos muestrales que pueden emplearse
al describir la relacion existente entre las tres variables del problema
topografico planteado. El primer conjunto se compone de los coeficientes
de regresion a’, by y b,. Estos son una simple extension de los
coeficientes de regresion en el caso de dos variables, siendo la unica
diferencia que, en el calculo de estas estimaciones se toman en
consideraciéon dos variables independientes o explicativas (la abscisa y la
ordenada de los puntos del terreno). En la determinacion del valor de los
coeficientes incognitas a’ = a, by y b, en una ecuacion de regresion
multiple (triple) el calculo se presenta muy tedioso porque se tiene un
sistema heterogéneo de 3 ecuaciones con 3 incognitas que se genera
por el método de los minimos cuadrados, esto es:

/Zyzszrblel erEZ:x2

< leyz aleerlelz +b22x1x2
>xy= a2x2 +5 > xx, +b22x22

~




El sistema antedicho podria resolverse por los métodos clasicos (regla de
Cramer, inversion de la matriz, método de Gauss-Jordan). No obstante,
para poder resolver comodamente el anterior sistema se pueden utilizar
programas informaticos adecuados como AD+, SPSS, EViews, Minitab y
Excel con Solver. Este ultimo, por su gran facilidad y universalidad, es el
que hemos adoptado en el presente libro.

Utilizando las formulas de las ecuaciones normales a los datos
obtendremos los coeficientes de regresiéon o bien utilizando Regresion de
Analisis de datos, en la Hoja de Calculo de Excel, podemos calcular
también los coeficientes de regresion.

En el caso de emplear, para el ajuste 6ptimo, funciones no lineales
(superficies diversas), podremos escoger entre las siguientes:

- Funcién cuadratica:
Y =a+bx+ cXo + d'Xe2 + e%% + h'Xy'Xy

para cuya aplicacion sugerimos la consulta del anexo numero 2
(superficies cuadricas).

- Funcidn raiz cuadrada:

Y =a+bx,+cX, +deT+eJZ+h Xy X,
- Funcion 3/2:

3/2 3/2

3/2
Y =a+bx,+cXx, +dx;'° +eX, " +h(x,X,)

- Funcion potencial:

Y = ax* xP

Conviene, complementariamente, introducir los siguientes
conceptos:

a) El error estandar de la regresion multiple o error tipico de la
estima

Es una medida de variabilidad de la distribucién cuya estimacién se hace
mas precisa conforme el grado de dispersion alrededor del plano de
regresidn se hace mas pequefio. Las interpretaciones muestrales del
error tipico de la estima para dos variables, en el caso en que el numero
n de estacas o vértices sea suficientemente grande, pueden extenderse



a tres dimensiones substituyendo las rectas paralelas a la de regresion
por planos paralelos al plano de regresion o nivelacion 6ptimo buscado.
Para calcularlo se utiliza la formula siguiente:

D (Y-Ty

n—m—1

Siendo:

(Y : Valores observados en la muestra (cotas del terreno inicial).

Y : Valores estimados a partir a partir de la ecuacion de regresion
(cotas del terreno definitivo).

n : Numero de datos o vértices (estacas).

m : Numero de variables independientes del problema (2).

A

\

En esta estimacién, el numerador de la fraccion del radicando que mide
la parte de variacion total de las cotas taquimétricas Y que se puede
atribuir al azar, es la suma de los cuadrados de las desviaciones de la
muestra de los valores de las cotas del terreno natural con respecto a los
valores proyectados resultantes del plano 6ptimo de explanacion. El
denominador de la citada expresion es el numero de grados de libertad
asociados a esta estimacion de la variabilidad. A partir de la distribucion t
de Student (Gosset), a la que nos hemos referido con anterioridad, es
posible determinar la bondad del ajuste efectuado con una cierta
probabilidad y sus limites.

En los ejercicios que se desarrollan en los posteriores capitulos 6, 7 y 8
se calcula dicha medida de dispersion a titulo ilustrativo y también como
medida complementaria de la calidad o economia del movimiento de
tierras a llevar a cabo.

b) Los coeficientes de determinacidén y correlacién multiple

El coeficiente de determinacién mide la tasa porcentual de los cambios
de Y que pueden ser explicados por las coordenadas X, (abscisa) y X,
(ordenada). Como veremos, se define en funcion de la variacion residual
respecto al plano de regresion.

Su raiz cuadrada es el coeficiente de correlacion multiple lineal.

c) Los coeficientes de correlacién parcial



Un nuevo concepto que surge aqui en relacion a la RLS (regresién lineal
simple) es el de coeficiente de correlacion parcial. Por ejemplo, podemos
preguntar si una correlacion observada entre Y y X; se debe meramente
al hecho de que cada una de ellas resulta influida por X, o si hay una
asociacion neta entre Y y X, ademas de la asociacion debida a la
influencia comun de X,. Asi, al calcular una correlacion parcial entre Y y
X1, se trata de eliminar de cada una de ellas la influencia de X, y ver que
correlacion existe entre los residuos “inexplicados” que quedan. Esto es
el equivalente estadistico de la técnica de los tedricos economicos de
encerrar ciertas variables en una clausula de ceteris paribus (“y todo lo
demas igual”)®.

Efectivamente, puede resultar interesante en el analisis altimétrico de un
terreno estudiar la correlacion existente entre la variable dependiente
(cota taquimétrica) y una variable independiente determinada (la abscisa
X o la ordenada Y) cuando la otra variable (coordenada) se mantiene
constante, es decir, cuando se elimina su efecto.

Los coeficientes de correlacién parcial se representan de la forma
siguiente:

r2.3 = correlacion parcial entre Y y X4, cuando X, se mantiene constante.
ri3.2 = correlacion parcial entre Y y X,, cuando X; se mantiene constante.
r3.1 = correlacion parcial entre X4 y X,, cuando Y se mantiene constante.

Conforme veremos con posterioridad, estos coeficientes de correlacion
parcial estan intimamente relacionados con los coeficientes de regresion
en la expresion general del modelo lineal que propugnamos. Utilizando la
misma notacion de subindices, podemos indicar los siguientes
coeficientes de correlacion simple:

( f1p = Z(yx1)
J vy x2)

o= 2 (yx3)
J vy %)

= correlacion simple entre Y y X

= correlacion simple entre Y y X,

A

\

6 El término caeteris (originalmente) paribus es una locucion latina que significa “permaneciendo el
resto constante”. Caeteris significa lo demas o el resto y par significa igual. Se trata de un recurso
metodoloégico al que se recurre para aislar la influencia que alguna variable en particular ejerce sobre un
fenémeno que esté condicionado por muchos factores. Suponiendo que todos estos factores no cambian,
es posible analizar por separado la accion de la variable en cuestion sobre el fenomeno estudiado.




2 xiXs)
JE X x2)

= correlacion simple entre X, y X,

d) Limitaciones del proceso

Veamos, en fin, que estas férmulas ponen de manifiesto la existencia de
unas ciertas limitaciones al resolver los expresados modelos. Para ello
hay que invertir una matriz y no todas las matrices pueden invertirse
(singulares, no regulares. Véase, al respecto, el anexo n° 1). En dos
situaciones diferentes ello no se puede realizar, a saber:

a) Cuando el numero de observaciones del terreno (n), es menor o
igual que el numero de variables independientes (k=2).
Evidentemente, este caso minimalista no se presentara en los
problemas de topografia que aqui contemplamos.

b) Cuando una variable independiente es combinacién lineal de otra
(s) o constante (existe colinealidad).

6. LA DISTRIBUCION F DE SNEDECORY EL ANALISIS DE LA
VARIANZA DE LA REGRESION

De un modo similar a lo que sucede en la RLS se puede descomponer la
variacion de la variable Y en dos componentes: uno la variacién de Y
alrededor de los valores predichos por la regresion y otro con la variacion
de los valores predichos alrededor de la media. Si el modelo lineal no es
adecuado, ambos estimadores estimarian la varianza de Y y si es
adecuado no. Comparando ambos estimadores con la prueba de la
distribucién F de Snedecor se contrasta la adecuacion del modelo.

Obsérvese que, a diferencia de la RLS, en la RLM (regresion lineal
multiple) este contraste no es equivalente al realizado sobre los
coeficientes.

Se define también el “coeficiente de determinacién” como el cociente
entre la suma de cuadrados de la regresion y la suma de cuadrados total
(R? = SSR/SST) y a su raiz cuadrada (R) se le denomina “coeficiente de
correlacion multiple”.

En el capitulo 7 de nuestro libro desarrollamos a titulo
ilustrativo un ejemplo de aplicacion del analisis de la
varianza o variancia de la regresion.



En definitiva, con la RLS analizamos si puede admitirse o no una relacion
de tipo lineal entre la variable independiente X y la dependiente Y. No
obstante, lo habitual es que la variable dependiente trate de expresarse
en funcién de varias variables independientes X; , X, , ... , Xk también
de forma lineal, asi:

Y=a+ b1 X1+ b2X2 +...+kak

El propdsito, ahora, de la RLM sigue siendo, por un lado, determinar
cuales de las covariables independientes X4, Xy, ..., Xk son significativas
a la hora de explicar a la variable dependiente (Y = Z) y, luego, estimar
los parametros by, by, ..., bx. En nuestro caso particular, el problema se
simplifica notoriamente al disponer de sélo dos variables explicativas (las
coordenadas del vértice).

Con la Correlacién Multivariante estudiaremos el grado o fuerza de esa
relacion; primero, con la Correlacidon Multiple observaremos el grado de
la relacidon existente entre la variable dependiente (cota taquimétrica) y
las covariables independientes (abscisa y ordenada de cada vértice del
terreno) y, luego, con la Correlacién Parcial, mediremos la fuerza de la
relacion existente entre dos variables o coordenadas determinadas del
problema, una vez eliminada la influencia de la restante.

Ambos analisis estan basados, fundamentalmente, en tests de hipotesis
estadisticas en los que la suposicion de normalidad de las variables en
estudio resulta fundamental, por lo que, en caso de que no pueda
admitirse dicha suposicion, la utilizacion de los Métodos Robustos que ya
se ha explicado en el capitulo anterior se hace imprescindible.

La técnica del analisis de la varianza, introducida por Fisher, en principio,
para su aplicacion a la investigacion agricola y biologica, se ha
convertido en un instrumento poderoso que puede ser utilizado en
cualquier campo de actividades, como en el caso de la Topografia que
hoy nos ocupa. Se apoya en una divisién en varias partes de la varianza
de todas las lecturas de cota, midiendo cada parte la variabilidad
atribuible a alguna causa determinada.

Al estudiar el contraste de hipotesis se contempla como se puede decidir
entre la igualdad o desigualdad de dos medias, correspondientes a dos
poblaciones que pueden representar dos procesos de fabricacion, dos
caracteristicas de una persona, etc. Ahora bien: ;qué hacer si en lugar
de dos hay que comparar entre si tres, cuatro, o en general k
poblaciones? Pues bien, el problema se resuelve precisamente mediante
el denominado “analisis de la varianza”.



De su aplicacion original a la experimentacion agricola queda una
terminologia tipica (“tratamientos”, “parcelas”, “bloques”, ...) pero,
repetimos, su aplicacion es universal y cada vez se hace mas extensa,
con eficientes aplicaciones en el campo de la Topografia como en el
caso del ejercicio o ejemplo 3 que se desarrolla en el capitulo 7 de
nuestro libro.

En otros apartados de nuestro trabajo definimos la distribucion % con n
grados de libertad como una determinada funcion de n variables
aleatorias normales e independientes.

La distribucion continua F de Fisher-Snedecor®® puede definirse de forma
analoga, a saber: se dice que una variable aleatoria tiene una distribucion
F con m grados de libertad en el numerador y n grados de libertad en el
denominador cuando dicha variable es:

;xi

F =

e
n

es decir, cuando es el cociente de las medias de la suma de los
cuadrados de m y n variables normales (0, 1) e independientes.

Sin profundizar mas en la forma o las propiedades de esta distribucion,
digamos que el calculo de probabilidades se realiza, como en el caso de
las distribuciones normal o de la %%, mediante las tablas de doble entrada
existentes al efecto que figuran al final del anexo 4, extraidas del libro
titulado “Ejercicios de Estadistica Aplicada”, de J. Santos y A. Mufoz,
citado en la bibliografia.

La aplicacion fundamental de la distribucion F es la comparacién de
varianzas, es decir, el contraste de hipotesis referentes a varianzas de
poblaciones normales e independientes, y a la comparacion de medias
de varias poblaciones, que constituye precisamente el “analisis de la
varianza”.

% Sobre el gran estadistico Fisher ya nos hemos referido con anterioridad. George
Waddell Snedecor (1882 -1974) naci6 en Memphis, Tennessee, EUA. Estudio
matematicas y fisica en las Universidades de Alabama y Michigan y posteriormente se
convirtié en profesor de la Universidad Estatal de Iowa.
Trabajo6 en conjunto con Ronald Fisher y de dicha colaboracion surgieron muchos de los
resultados en los que se basa el andlisis de la varianza. Uno de sus textos mas famosos
es el de Calculo e Interpretacion del Analisis de Varianza y Covarianza, que publico en
el aflo 1934.



El problema tedrico del analisis de la varianza con un solo factor se
plantea en los términos siguientes:

Sean r poblaciones, todas ellas con distribuciones normales, de medias
i, Mo ... i, y todas con la misma varianza, o’, e independientes.
Basandose en los resultados de r muestras, de tamafios n4, n, ... n,
extraidas aleatoriamente de cada una de las poblaciones, se desea
contrastar la hipotesis nula de que todas las medias son iguales: 1 = 1
= ... 4, contra la alternativa de que existen, al menos, dos medias
diferentes.

A las poblaciones que se comparan se les suele llamar “tratamientos”,
debido a que originalmente la técnica se utilizd para comparar, por
ejemplo, productividades de plantas sometidas a tratamientos agricolas
(abonados, riegos, labores de arada, marcos de plantacidon o densidad de
siembra, aplicaciones fitosanitarias, variedades de semillas, etc.)
diferentes.

El procedimiento del analisis de la varianza consiste en suponer que la
variabilidad observada, en el conjunto de todas las muestras, se debe a
dos posibles causas: una, la variabilidad real de todas las poblaciones,
es decir, la variacidn de origen aleatorio o “error”, y la segunda, a la
posible diferencia que exista realmente entre las poblaciones o
“tratamientos”.

7. EL “GRADO DE EXPLANACION” DEL TERRENO

Puede resultar de interés, por otra parte, la calificacion de un cierto
terreno a explanar en funcién de la cuantia del movimiento de tierras a
efectuar en el mismo. Para ello podemos definir algun parametro de
interés que nos permita enjuiciar y valorar el tema con caracter previo a
la realizacién de la obra. Ello constituye una medicién complementaria o
alternativa a la ya definida del “error standard o tipico de la estima”. En
este sentido, denominaremos “discrepancia” o “correccion” a la diferencia
existente en cada estaca o vértice entre las cotas observadas del terreno
natural y las tedricas del plano resultante de su nivelacion 6ptima, o sea:
di =Y, -T;, Vie(1,2,...,N), siendo N el numero de estacas o vértices sobre

N
los que operamos. Como sabemos que: Zdi =0, es preferible considerar
i=1

N

Zd? (que puede ser muy grande, en tanto lo sean las cotas absolutas o
i=1

relativas consideradas, lo cual es, sin duda, una desventaja operacional).
Para obviar ello, se podria utilizar la expresion “chi cuadrado” o “ji dos” de



Pearson (ver anexo n: 3 de este mismo libro), que, aplicada a nuestro
caso, viene dada por:

oy (Y -TY
R

Dicho estadistico se utiliza también para contrastar la “bondad del ajuste
de regresion”.

Debemos sefalar aqui un nuevo concepto: el numero de “GRADOS DE
LIBERTAD” (g.l.) de un estadistico, que se define como el numero de
observaciones independientes de la muestra (tamafio muestral) menos el
numero de parametros de la poblacion que deben estimarse: de tal
suerte, a mayor complejidad o amplitud del problema (mayor numero de
puntos del terreno levantados) mayor sera también el numero de grados
de libertad.

Este coeficiente y? tiene un campo de variacién variable desde cero
hasta determinados valores, todos ellos positivos, que dependeran de las
magnitudes de las cotas taquimétricas que lo componen. Dicho
inconveniente de poseer limites variables se puede eliminar con el
empleo del siguiente coeficiente.

El COEFICIENTE DE CONTINGENCIA DE PEARSON, que
deriva del estadistico anterior, resulta ser una medida del
grado o intensidad de la relacidn existente entre las cotas

del terreno natural y las resultantes del proceso de
explanacion, y que nosotros adoptaremos como “grado de
explanacion del terreno”, vendra dado por la expresion:

Su campo de variabilidad sera el siguiente:

2

-SiyP > 0= ;I(Izrﬂo X2X+N

tedricas, con lo que = d; — 0.

= 0 ; aqui coinciden las cotas reales y las



2
, , 1
- Si y* > 0 = lim. X = lim. ——— =1: y en este caso de
Xt Ny +N x—>w1+l
2

X

maxima discrepancia o correccion entre ambas cotas sucede que = d; —»
. O sea, C/: 0<C<1, o bien, C[0,1].

Asi pues, su campo de variacién o intervalo de existencia oscila de cero
a uno, pudiendo tomar los valores extremos. El valor cero se dara en el
caso de encontrarnos a priori con un terreno perfectamente nivelado, y
con la pendiente idonea desde el punto de vista de la minimizacién del
movimiento de tierras y la maximizacién de la compensacion de las
mismas, al coincidir exactamente las cotas del terreno natural con las
proyectadas (Y; = T;). A medida que C se va aproximando a la unidad, el
grado de disociacidn entre ambas cotas es mayor y, por tanto, también
sera mayor el movimiento de tierras a efectuar para el logro de la
explanacion optima. Soélo alcanzara la unidad en el supuesto limite de
que el cuadrado de contingencia y? sea muy grande, ya que el limite de
C cuando Xz tiende a infinito es uno, como acabamos de demostrar.
Veamos ahora, por ejemplo, el caso de una parcela cualquiera de terreno
que se desea explanar, de planta sensiblemente irregular, de la cual se
ha dibujado la planta curvada con equidistancia entre las curvas de nivel
de 0'20 m. y sobre la base levantada de 26 vértices o estacas, que
aparece en la figura siguiente:



Fig. 1. Planta curvada de una parcela.

Una solucion que proponemos consistiria, para comparar esta parcela
con otras diferentes parcelas a nivelar (y tener, asi, una medida de la
dificultad o coste relativo de la operacion) efectuar la determinacién de
sus respectivos “grados de explanacién” operando con cotas
taquimétricas relativas y refiriendo a la cota media del terreno el valor
relativo 10°00 6 20°'00 m. con el objetivo de no tener valores inferiores a



5’00 m. que dificultarian la operatoria que se pretende con la distribucion
tedrica de probabilidad y? (véase anexo 3, Il) y aplicar, en fin, la tabla
estadistica que mostramos en dicho anexo con P = 0’005 (percentil 0’5) y
N-1 grados de libertad. En caso de operar con un numero intermedio de
grados de libertad de los existentes en la mencionada tabla, se puede
interpolar en la misma o bien aplicar la formula aproximativa que también
se sefala al final de la susodicha tabla.

Ademas del “error tipico de la estima” S, los indices v’ y C asi
obtenidos supondrian, pues, una cierta medida a posteriori o ex post del
“‘grado de explanacion” a efectuar en el terreno analizado, una vez
realizado el proyecto de nivelacién 6ptima del mismo, mientras que el
“coeficiente de uniformidad altimétrica”, definido en el anterior capitulo 3,
constituye una medida a priori 0 ex anto del mismo problema, que se
puede determinar con anterioridad al calculo del plano 6ptimo de ajuste
por regresion.

En los capitulos siguientes 6, 7 y 8 de nuestro libro tendremos ocasion de
aplicar in extenso todos estos conceptos a la resolucion de algunos
ejemplos practicos de interés.

CAPITULO 6
APLICACION DE LA HOJA DE CALCULO
MICROSOFT EXCEL



1. EJEMPLO DEL PROCESO
1.1. Consideraciones previas

Aqui se muestra un ejemplo de como utilizar el Solver del Excel para
encontrar la funcion lineal o no que mejor se ajusta a una serie de datos
con dos variables independientes o explicativas y una funcional (esto es,
la llamada “regresion multiple” que, en nuestro caso, es triple). El
ejemplo le debe servir para que se infiera como realizar un
procedimiento analogo si ya no es una relacion lineal sino que se trata
de una estimacion polinomica de grado n, potencial, logaritmica,
semilogaritmica, exponencial, superficie cuadrica o alabeada, etc.

Supongamos que tenemos las siguientes mediciones de las coordenadas
de diversos puntos de la malla o red de un terreno a nivelar o explanar,
obtenidas con el instrumento correspondiente (taquimetro, nivel, estacion
total, GPS, ...):

_\xz_\v
8 37
10/47
321
|7 [39]

, donde a los efectos de los trabajos topograficos, dichas variables se
corresponden con las tres coordenadas: X; = X, X, =Y, Y = Z, que
pueden ser absolutas UTM®® o bien relativas al objeto de simplificar los
calculos subsiguientes.

% El Sistema de Coordenadas Universal Transversal de Mercator (en inglés Universal Transverse
Mercator, UTM) es un sistema de coordenadas basado en la proyeccion geografica transversa de
Mercator, que se construye como la proyeccion de Mercator normal, pero en vez de hacerla tangente al
ecuador, se la hace tangente a un meridiano. A diferencia del sistema de coordenadas geograficas
tradicional, expresadas en longitud y latitud, las magnitudes en el sistema UTM se expresan en metros
unicamente al nivel del mar que es la base de la proyeccion del elipsoide de referencia. Fue desarrollado
por el Cuerpo de Ingenieros del Ejército de los Estados Unidos en la década de 1940. El sistema se bas6
en un modelo elipsoidal de la Tierra. Se us6 el elipsoide de Clarke de 1866 para el territorio de los 48
estados contiguos. Para el resto del mundo —incluidos Alaska y Hawai— se us6 el Elipsoide Internacional.
Actualmente se usa el elipsoide WGS84 como modelo de base para el sistema de coordenadas UTM.
Anteriormente al desarrollo del sistema de coordenadas UTM varios paises europeos ya habian
experimentado la utilidad de mapas cuadriculados, en proyeccion conforme, al cartografiar sus territorios
en el periodo de entreguerras. El célculo de distancias entre dos puntos con esos mapas sobre el terreno se
hacia mas facil usando el teorema de Pitdgoras, al contrario que con las formulas trigonométricas que
habia que emplear con los mapas referenciados en longitud y latitud. En los afios de post-guerra estos
conceptos se extendieron al sistema de coordenadas basado en las proyecciones Universal Transversa de
Mercator y Estereografica Polar Universal, que es un sistema cartografico mundial basado en
cuadricula recta. La "proyeccion transversa de Mercator" es una variante de la "proyeccion de Mercator"



La funcion a la que se desea ajustar, si se trata de un plano de
nivelacion, es del tipo: Y = a +b-X; + ¢-X,, pero podria ser también de
cualquier otro tipo (superficie alabeada, cuadrica, toroidal, etc.). Cabe,
entonces, hacerse la siguiente pregunta: ¢cémo se sabe a qué tipo de
funcion matematica se debe ajustar por el método de los minimos
cuadrados?. Una forma de hacerse una idea de ello es graficar cada
variable independiente con la variable dependiente (cada X con la Y), y
segun la forma que exprese cada grafica se puede inferir la forma de la
funcion.

Nuestro problema se reduce entonces a encontrar los valores de a, by c
de tal manera que se minimice el error o coste que, en nuestro caso,
representa el monto del volumen del movimiento de tierras a efectuar
(desmonte y terraplenado), y ello lo podemos expresar como:

Error = Sumatoria (Y-Y;)? = Y. d?
El cuadrado se realiza para que el error o diferencia de cotas dé siempre
positivo, e Y es el valor calculado final (el que resulta de efectuar la
operacion: a + bX; + ¢X;) e Y; es la medicion i que expresa las diferentes
cotas taquimétricas, absolutas o relativas, de los puntos de la malla o red
planteada sobre el terreno a explanar.

1.2. Aplicacién de la hoja de calculo Excel con Solver

Primeramente, hagamos el formato tal como se ve en la figura siguiente:

Las celdas A2, B2, C2 se corresponderan con los valores buscados de a,
b y c. El meollo del asunto estriba en escribir una férmula en la columna
D que esté en funcion de A2, B2, C2 y de cada valor que vayan tomando
las variables o coordenadas X; y X, que se encuentran respectivamente
en la columna A y B después de la fila 5. Si se tuviera otra funcion
cualquiera, los parametros adicionales se escribirian a la derecha de la

que fue desarrollada por el geografo flamenco Gerardus Mercator en 1659. Esta proyeccion es
"conforme", es decir, que conserva los angulos y casi no distorsiona las formas pero inevitablemente si lo
hace con distancias y areas. El sistema UTM implica el uso de escalas no lineales para las coordenadas X
e Y (longitud y latitud cartograficas) para asegurar que el mapa proyectado resulte conforme.



columna Cy la formula de la columna D (o la columna correspondiente)
cambiaria segun la funcién, pero lo demas seria exactamente igual.

La férmula buscada de la cota taquimétrica Y = Z sera:

D5 = $A$2 + $B$2*A5 + $C$2*B5

a = $A%2
b=$B$2
X1=A5
c=9%C$%2
X,=B5

Notese que para los valores a, b, y ¢ se usé la notacion $$ para denotar
que la referencia no cambiara para ninguna celda donde se copie y
pegue la formula; en cambio para X; y X, no ha sido asi. La formula se
debe copiar y pegar (o arrastrar) a las celdas D6, D7 y D8. Para la
columna E la formula es la diferencia existente entre Y e Y,, o sea: E5 =
C5 - D5, y se copia y pega (o se arrastra) para las demas hacia abajo. En
la columna F, la formula sera la columna E al cuadrado, esto es:
F5=E5"2.

En la celda F9 se dejara la suma de los errores o discrepancias de cota
al cuadrado, y esa sera precisamente la celda cuyo valor nos interesa
que sea minimo al objeto de conseguir también el minimo movimiento de
tierras posible y la mayor compensacion volumétrica de las mismas. La
pinta debe ser como se presenta a continuacion:

Surma

Luego se debe invocar el Solver del Excel haciendo “click” en
“Herramientas” y luego en “Solver” (si no aparece habra que buscarlo en
la opcion de “complementos” del mismo menu), y le indicaremos que
deseamos minimizar el valor de la celda F9 cambiando el valor de las
celdas A2, B2 y C2, tal como se ve en la siguiente figura:



Parametros de Solver el
Celda objetivo: HFED % | e l
Yalor de la celda objetivo; T l

£ MAaximo * Minimo " Yalores de: |III
“Cambiando |as celdas
|$ag2:4c¢2 53| Eskimar |
Qpoiones. .. I
-Siujetas a las siguientes restricciones:
Cambiar. .. l Restablecer todo !
:j Eliminar | fyuda l

Entonces hacemos “click” en resolver y se tendra la siguiente pantalla:

Resultadoz de Solver )

Solver ha llegado a esta solucian, Se han satisfecho todas las restricciones,

Informes

. s Fespuestas
¥ iklizar solucion de Solvet’ Sensibilidad

Lirnikes

" Restaurar valores originales

Brcepkar l Cancelar I Guardar escenatia. ., !

En definitiva, se encontro la siguiente solucion ajustada:

A=3
B=2
C=4

con lo que la ecuacion minimizada buscada resulta ser la siguiente:
Y =3 + 2X, + 4X;, que, a efectos topograficos, es el plano de nivelacidon
de ecuacion general:



Z=3+2X+4Y,obien:2X+4Y-Z+3=0

En el tutorial del capitulo 8 de este mismo libro se desarrolla un ejemplo real de
aplicacion del procedimiento descrito a la determinacion del plano de ajuste
minimocuadratico que pretendemos para lograr una compensacion 6ptima de tierras con
un movimiento minimo de las mismas y, consecuentemente, con un minimo de coste
econdmico.

2. APLICACION A UN CASO REAL (1)
2.1. Minimo no condicionado
2.1.1. Resolucion del problema

Una vez realizada la introduccién al método en los epigrafes anteriores,
vamos -a partir de este punto- a exponer la realizacién de varios modelos
o trabajos, que nos sirvan como ejemplos de aplicacion de la
metodologia expuesta en el presente estudio.

Se trata aqui de la nivelacion de una parcela de cultivo, de planta sensiblemente
rectangular, sobre la cual se ha dibujado una malla o red formando cuadros
rectangulares de 26’00 x 27°00 m. y 15 estacas en los vértices en cuyos puntos, con el
instrumento topografico correspondiente, se han tomado las coordenadas relativas
siguientes:

Tabla 1. Coordenadas de los vértices de la parcela (1).

X=X, Y=X, Z=Y; Vértices
108 52 2,30 1
81 52 1,93 2
54 52 1,37 3
27 52 1,29 4

0 52 0,98 5
108 26 1,80 6
81 26 1,48 7
54 26 1,22 8
27 26 0,87 9

0 26 0,45 10
108 0 1,30 11
81 0 1,03 12
54 0 0,78 13
27 0 0,42 14

0 0 0,00 15

Hemos considerado, como se ve, el vertice 15 como el origen de las
coordenadas relativas (0,0,0), por tratarse de un punto comodo y de bajo




nivel taquimétrico de la parcela en estudio, cuya planta puede verse en la
figura siguiente:
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Fig. 1. Planta de la malla o red.
La planta curvada de esta parcela, en su estado inicial o natural, con una
equidistancia de las curvas de nivel de 0’20 m., sera:
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Fig. 2. Planta curvada de la parcela (I).

(1)

PERIMETRO: 342,69 m.



Los seis perfiles longitudinales y transversales que se derivan de la
planta anterior pueden verse oportunamente especificados en el anexo 5
(“Complementos”) del presente libro.

Siguiendo los pasos sefalados anteriormente (ver ejemplo anterior), la
hoja de calculo Excel nos ofrecera el plano de ajuste por regresion lineal
minimocuadratica, con el siguiente resultado:

A E C D | E | F | G |

1 |A B C

2 | 0060EEEEY| 0,01209576) 001669231

3

4 =1 =k =Y Y Error Errord Wértices |
5 108 52 23 223533257 008466743 000415153 1
B g1 52 193 190866614 0,02133386| 0,00045513 2
7 54 52 137 15819997 02119997 004494357 3
g 27 52 129 1,26533326| 003466674 0,00120173 4
9 a 52 0,93 092866653 005133317 0002635039 5
10 108 25 1.3 1,80133249( -0,00133249| 1,7755E-06 B
11 g1 25 1,48 147466606 000533394 2 3451E-05 7
12 54 25 122 114799962 0,07200033| 0,00513405 g
13 27 25 a.a87 0,82133318| 004866652 000236545 9
14 a 25 045 0, 439466675| -0,04466675) 000199512 10
15 108 a 1.3 1,36733241 | -0,06733241| 000453365 11
16 g1 a 1,03 1,04065595 | -0,01066593| 0,00011376 12
17 54 a 0,73 071399954 006600045) 0,00435605 13
18 27 a 042 0,33873331] 00326669 000106713 14
19 a a a 006066657 | -0,06066657 | 0,00365044 15
20 Surna 0 07E7 4667

Asi pues, se obtienen los siguientes coeficientes en la ecuacion del plano
definitivo del bancal (ajustando a tres decimales, o sea, con precision
milimétrica):

A =0061
B=0012
C=0017

De esta suerte, la expresion general del plano resultante sera:
0'012:X + 0°017:Y-Z + 0’061 =0

con lo que para hallar las cotas taquimétricas definitivas de los 15
vértices despejaremos:

Z=0061+0012:-X+0017-Y

A resultas de lo anteriormente expuesto, obtendremos dichas cotas definitivas en la
siguiente tabla:



Tabla 2. Cotas definitivas y correcciones (1).

Cotas del tzglr':::%ss Cotas definitivas Corregido
Vertices | terreno | 4o ho Z (T) (d)
inicial :
(X,Y)

1 2’30 (108,52) 0’061+1'296+0°'884 = 2’241 -0’059
2 1’93 (81,52) 0’061+0'972+0°'884 = 1’917 -0'013
3 1’37 (54,52) 0’061+0'648+0°'884 = 1’593 +0'223
4 129 (27,52) 0'061+0'324+0’884 = 1'269 -0°021
5 0’98 (0,52) 0’061+0+0’884 = 0’945 -0’035
6 1’80 (108,26) 0’061+1'296+0°'442 = 1’799 -0’001
7 148 (81,26) 0’'061+0'972+0°'442 = 1’475 -0’005
8 122 (54,26) 0'061+0'648+0°'442 = 1’151 -0’069
9 0’87 (27,26) 0°061+0'324+0’442 = 0’827 -0°043
10 0’45 (0,26) 0’061+0+0’442 = 0’503 +0’053
11 1’30 (108,0) 0’061+1'296+0 = 1’357 +0’057
12 1’03 (81,0) 0061+0'972+0 = 1’033 +0’003
13 0’78 (54,0) 0’061+0'648+0 = 0’709 -0’071
14 042 (27,0) 0’061+0’324+0 = 0’385 -0’035
15 + 0’00 (0,0) 0’061+0+0 = 0’061 +0'061

De este modo, el plano®’ nivelado minimocuadraticamente de la parcela o bancal que es
objeto de nuestro estudio, puede verse en la siguiente figura:

7 Un plano cualquiera se puede definir también mediante un punto y dos vectores. El plano, en
geometria, es el ente ideal que s6lo posee dos dimensiones, y contiene infinitos puntos y rectas; es uno de
los entes geométricos fundamentales junto con el punto y la recta. Solamente puede ser definido o
descrito en relacion a otros elementos geométricos similares. Se suele describir apoyandose en los
postulados caracteristicos, que determinan las relaciones entre los entes geométricos fundamentales. Un
plano queda definido por los siguientes elementos geométricos:

Punto P = (xy, y1, z1)
Vector u = (ajy, by, ¢1)
Vector v = (ay, by, ¢»)

(z,y, 2) = (21,41, 21) + m(a1, b1,¢1) A ”(ﬁzabz:ﬁz)‘

Esta es la forma vectorial del plano; sin embargo la forma mas utilizada es la reducida, que es el resultado
de igualar a cero el determinante formado por los dos vectores y el punto genérico X = (X, y, z) con el
punto dado. De esta manera la ecuacion del plano es:

(X -P) r—-P, y—P, z-P,
u =0=>1 u, Uy U,
v Uy v, v,

=0=> Ax

By+Cz+ D=0

Donde (A, B, C) es un vector perpendicular al plano, coincidente con el producto vectorial de los vectores
uyv. La formula para hallar la ecuacion, cuando no esta en el origen, es:

ax—hy+bly—-k)y+c(z—j=0
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Fig. 3. Bancal nivelado por minimos cuadrados (1).

El punto del terreno de coordenadas relativas (0,0,0) es el de
coordenadas absolutas UTM:

X =303.663 m.
Y =4.517.585 m.
Z =23'000 m.

con lo que se tendran las coordenadas UTM definitivas del plano de
nivelacién siguientes:



Tabla 3. Cotas definitivas de nivelacion (1).

VERTICE | COORDENADAS COORDENADAS ABSOLUTAS

RELATIVAS X (m.) Y (m.) Z (m.)
1 (108,52,2'241) 303.771 4.517.637 25'241
2 (81,52,1'917) 303.744 4.517.637 24917
3 (54,52,1’593) 303.717 4.517.637 24’593
4 (27,52,1'269) 303.690 4.517.637 24'269
5 (0,52,0'945) 303.663 4.517.637 23'945
6 (108,26,1'799) 303.771 4.517.611 24'799
7 (81,26,1°475) 303.744 4.517.611 24'475
8 (54,26,1'151) 303.717 4.517.611 24'151
9 (27,26,0'827) 303.690 4.517.611 23'827
10 (0,26,0'503) 303.663 4.517.611 23'503
11 (108,0,1°357) 303.771 4.517.585 24'357
12 (81,0,1°033) 303.744 4.517.585 24°033
13 (54,0,0'709) 303.717 4.517.585 23709
14 (27,0,0'385) 303.690 4.517.585 23'385
15 (0,0,0'061) 303.663 4.517.585 23'061

Como consecuencia de las correcciones que se expresan en el cuadro
anterior, resultara el siguiente movimiento de tierras (el signo “+” implica
implica desmonte), notandose que esta estimacién
resulta ser sélo una aproximacion, teniendo en cuenta las superficies de
las subparcelas tributarias de cada vértice o estaca que hemos sehalado

terraplén y el

11 13

en las anteriores figuras:

Tabla 4. Movimiento de tierras resultante (1).

Vértices Superzficie Correccién Volur;\en
(m?) (m) (m7)
1 175,5 -0,059, -10,3545
2 351,0 -0,013 -4,563
3 351,0 0,223 78,273
4 351,0 -0,021 -7,371
5 175,5 -0,035 -6,1425
6 351,0 -0,001 -0,351
7 702,0 -0,005 -3,51
8 702,0 -0,069] -48,438
9 702,0 -0,043] -30,186
10 351,0 0,053 18,603
11 175,5 0,057] 10,0035
12 351,0 0,003 1,053
13 351,0 -0,071| -24,921
14 351,0 -0,035 -12,285
15 175,5 0,061 10,7055
5.616,0
TOTAL (108x52) -0,005| -29,484




Asi pues, se ha obtenido un escaso volumen de tierras sobrantes con
una cuantia de 29484 m?®. Este calculo, que se deduce del cuadro
anterior, resulta meramente aproximativo como ya se ha indicado, por lo
que sera necesario llevar a cabo la cuantificacion correspondiente
mediante el estudio de los perfiles transversales y longitudinales de la
parcela en cuestidon, determinados por la malla o red de vértices que nos
ocupa. En cualquier caso, en una primera aproximacion se tendria:

29'484 m?
——————=0'0037 m. = 3'7 mm.

8.000 m
La superficie total de la parcela se estima de = 8.000 m’. Considerando ahora un
coeficiente de esponjamiento sin compactacion del 30% vy, tratdindose de un terreno de

cultivo, resulta simplemente la tierra “vertida”, por lo que resultard un incremento final
de la cota del plano de nivelacion de:

37 -13=4'81=50mm. =0005m.

De esta forma, el plano de nivelacién definitivo sera el paralelo al
anteriormente obtenido por regresion no lineal minimocuadratica y
elevado unos 5 mm. en relacion a él, por lo que deberemos hallar la
ecuacion del plano que pasa por el punto (108,52,2’246), habiendo
afiadido 5 mm. a la cota Z, y resulta paralelo al plano anteriormente
hallado de ecuacién:

0012 X+ 0017 Y-Z+0061+A=0.
Como dicho plano debe pasar por el punto de coordenadas (108,52, 2°246), se tiene:
0'012-108 + 0’017 - 52 - 2’246 + L =0,

de donde A = 0°066. Luego la ecuacion del plano definitivo del bancal ya nivelado o
explanado, para que no exista ningun sobrante de tierras, con la hipotesis de
esponjamiento/compactacion resefiada, sera:

0°012X + 0°017Y -2+ 0’127 =0

En realidad, si consideramos situadas las estacas en el centro de
cada reticulo de la malla o red, con las superficies subsidiarias o
anexas iguales de 26 x 27 = 702 m?, el calculo de la compensacién
de tierras resulta perfectamente ajustado desde el punto de vista
matematico, al ser iguales las superficies anexas o subsidiarias de
cada estaca, por lo que no se precisa efectuar ponderacion
superficial alguna. En efecto, aplicando lo expuesto al problema que

estamos resolviendo, se tiene:
Tabla 5. Movimiento de tierras resultante (ll).



Vértices

Superficie
(m?)

Correccion

(m)

Volumen
(m’)

702,0

-0,06466743

-45,3965336

702,0

-0,02133386

-14,9763722

702,0

0,2119997

148,823789

702,0

-0,03466674

-24,3360494

702,0

-0,05133317

-36,0358881

702,0

0,00133249

0,93541046

702,0

-0,00533394

-3,74442817

702,0

-0,07200038

-50,5442668

702,0

-0,04866682

-34,1641054

702,0

0,04466675

31,356056

702,0

0,06733241

47,2673545

702,0

0,01066598

7,48751585

702,0

-0,06600046

-46,3323228

roinlDloloeNoosw|N|=

702,0

-0,0326669

-22,9321614

15

702,0

0,06066667

42,588

TOTAL

10.530,0
(135x78)

+0

+0

La suma de las discrepancias o diferencias de altura entre los
puntos del plano nivelado y los correspondientes del terreno
original, afectadas de su signo correspondiente (desmonte o
terraplén) debe ser nula, como puede demostrarse de la propia
teoria de la regresion minimocuadratica. De esta suerte, a igualdad
de superficies subsidiarias o tributarias a cada vértice, el ajuste aqui
propugnado debe ofrecer siempre una compensacion
volumétricamente perfecta, lo que evidencia la gran utilidad del
método expuesto.

Lo apuntado anteriormente puede demostrarse por consideraciones
tedricas explicadas en otros apartados de este mismo libro. De hecho,
ello puede comprobarse diferenciando parcialmente la suma de

cuadrados con respecto a B, e igualando a cero el resultado. Esto es:

O S er= S Y, By By Xy

56, 5p.
= =2 (Y, =By = By Xyjrrorrens

o sea: Xe; = 0 y también e=0, c.s.q.d.

2.1.2. Pendientes del bancal definitivo



Las pendientes transversal y longitudinal del plano definitivo de nivelacion de la parcela
que nos ocupa vendran dadas respectivamente por:

P,=(0'884/52) - 100 = 1°70%
P,=(1296/108) - 100 = 1'20%

Del vértice 1 al 15 existe un desnivel de AZ = 2°18 metros por una
distancia rectilinea diagonal de:

D, .. =+108%+52% =120 m.

con lo que dicha linea tendra una pendiente de: (2'18/120) - 100 = 1°82%.

De este modo, las lineas de maxima pendiente de esta parcela seran,
teniendo en cuenta las determinaciones anteriores:

P, =+/170% +120% = 2'08% (méaxima pendiente)

y pueden verse dibujadas en el grafico siguiente:

11, 102/ 13 1 ‘fl/ 15
6’: - .8 19 4 10

1 120% 2 3 /( 4 / 5

\

Lineas de maxima pendiente

Fig. 4. Lineas de maxima pendiente de la parcela ().

Del mismo modo, en la figura siguiente pueden verse dibujadas las lineas
o rectas de nivel, teniendo en cuenta que resultan perpendiculares a las
anteriores lineas de maxima pendiente de la parcela en estudio.
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Fig. 5. Lineas de nivel de la parcela (l).

2.2. Minimo condicionado
2.2.1. Resoluciéon manual del problema

En este caso, condicionamos por razones diversas (constructivas,
estéticas, legales, ...) la nivelacion de la parcela en estudio al plano que
pasa por los tres puntos de coordenadas relativas:

1(108,52,2'31)
11 (108,0,1°31)
15 (0,0,0)

y cuya ecuacion general vendra dada por:

x vy z 1

108 52 231 1 |~ ¥ ?

‘0 o 131 4108 52 231
108 0 131

0O 0 0 1

=6812x + 249’48y — 5.616z — 141’48y =
=68’12x + 108y — 5.616z = 0 ; de donde:



6812x +108y
5.616

lo que permitira el calculo de las cotas definitivas del terreno nivelado, a
saber:

Tabla 6. Cotas definitivas y correcciones (l1).

Cotas Puntos
. del tedricos C?o_ta!s .
Vértices definitivas | Corregido
terreno | del plano 7
inicial (X,Y)

1 2’30 (108,52) 2’31 +0'01
2 1’93 (81,52) 1’98 +0'05
3 1’37 (54,52) 1’66 +0'29
4 1’29 (27,52) 1’33 +0'04
5 0’98 (0,52) 1’00 +0’02
6 1’80 (108,26) 1’81 +0'01
7 1’48 (81,26) 1’48 0
8 122 (54,26) 1’16 -0’06
9 0’87 (27,26) 0’83 -0°04
10 0’45 (0,26) 0’50 +0'05
11 1’30 (108,0) 1’31 +0'01
12 1’03 (81,0) 0’98 -0’05
13 0’78 (54,0) 0’66 -0'12
14 042 (27,0) 0’33 -0’09
15 + 0’00 (0,0) 0’00 +0

De este modo, el plano nivelado por el procedimiento anterior® de la parcela o bancal
puede verse en la siguiente figura de representacion tridimensional:

% Notese que, alternativamente, por la propia definicion de un plano, siempre es posible obtener su
ecuacion si se conoce un punto del plano y el vector normal a ese mismo plano. Sean ahora A, By C tres
puntos en el espacio afin tridimensional euclideo E* y sea = un plano que contiene a A, B y C.
Entonces, un vector normal de N de = viene dado por u x v, donde = =AE y = = AL . En general,
tres puntos no alineados determinan en forma unica un plano; este hecho permite, dados tres puntos
conocidos A, B y C, no alineados, calcular la ecuacion del plano que los contiene. Esto se hace de la
siguiente forma: a) Sea « el plano que contiene los puntos A, By C. b) Sea a =ABy w=22". ¢)
Calculese el vector N, donde N = u x v. Recuérdese, al respecto, que N es un vector perpendicular a 'y
v.d) Si ¥ es un punto de , entonces cualquiera de las igualdades:

[OX —OA)-N =0,{0OX -0B)- N=0,i0X -TC)- ¥ =0

puede utilizarse para obtener la ecuacion del plano buscado . En el caso anterior, el vector & puede ser
cualquier vector paralelo a: u x v.
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Fig. 6. Bancal nivelado por procedimiento ordinario.

En este caso, se tendran las siguientes coordenadas UTM de los
diferentes vértices de la malla o red de la parcela cuya nivelacion aqui se

pretende:



Tabla 7. Cotas definitivas de nivelacion (ll).

VERTICE | COORDENADAS COORDENADAS ABSOLUTAS

RELATIVAS X (m.) Y (m.) Z (m.)
1 (108,52,2'31) 303.771 4.517.637 25'310
2 (81,52,1'98) 303.744 4.517.637 24'980
3 (54,52,1'66) 303.717 4.517.637 24’660
4 (27,52,1'33) 303.690 4.517.637 24’330
5 (0,52,1°00) 303.663 4.517.637 24’000
6 (108,26,1'81) 303.771 4.517.611 24’810
7 (81,26,1'48) 303.744 4.517.611 24’480
8 (54,26,1'16) 303.717 4.517.611 24160
9 (27,26,0'83) 303.690 4.517.611 23'830
10 (0,26,0'50) 303.663 4.517.611 23'500
11 (108,0,1'31) 303.771 4.517.585 24’310
12 (81,0,0'98) 303.744 4.517.585 23'980
13 (54,0,0'66) 303.717 4.517.585 23660
14 (27,0,0'33) 303.690 4.517.585 23’330
15 (0,0,0°00) 303.663 4.517.585 23000

Como consecuencia de las correcciones que se expresan en el cuadro
anterior, resultara el siguiente movimiento de tierras (el signo “+” implica
implica desmonte), notandose que esta estimacién
resulta ser sélo una aproximacion, teniendo en cuenta las superficies de
las subparcelas tributarias de cada vértice o estaca que hemos senalado

terraplén y el

11 13

en las anteriores figuras:

Tabla 8. Movimiento de tierras resultante (lll).

Vértices Super;icie Correccion Volur3nen
(m°) (m) (m°)
1 175,5| +0,01 +1,755
2 351,00 +0,05 +17,550
3 351,00 +0,29 +101,790
4 351,00 +0,04 +14,040
5 175,5 +0,02 +3,510
6 351,00 +0,01 +3,510
7 702,0 - 0,000
8 702,00 -0,06 -42,120
9 702,00 -0,04 -28,080
10 351,00 +0,05 +17,550
11 175,5| +0,01 +1,755
12 351,00 -0,05 -17,550
13 351,00 -0,12 -42,120
14 351,00 -0,09 -31,590
15 175,5 - 0,000
5.616,00 _
TOTAL (108x52) ~0,00 +0,000




con lo que no se produce, en conjunto, ningun sobrante de tierras en el
proceso de desmonte y terraplén.

Si, por ejemplo, interesara subir o rellenar toda la parcela 1 cm.,
deberiamos hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto
(108,52,2'32), y es paralelo al plano:

68’12x + 108y — 5.616z =0
Su expresion sera:
68'12x + 108y — 5.616z+ A =0 ;
Como debe pasar por (108,52,2°32), se tiene:
6812 - 108 + 108 - 52 -5.616-2'32+ A =0 ;
de donde: A = 56’16 ; luego el plano es:
68’12x + 108y — 5.616z + 56’16 = 0

En resumen, en base a los resultados obtenidos en la tabla anteriormente expuesta, en
cada vértice de la malla o pie de estaca debe realizarse, por el operador maquinista, el
siguiente movimiento de tierras, expresado en centimetros:

Tabla 9. Correcciones de los vértices.

MOVIMIENTO DE
ESTACA TIERRAS
(cm.)

+1

+5
+29

+4

+2

+1

+0

-6

-4

+5

+1

-5

-12

-9

+0

olnloIRISalo|co No|o| A jwiv =

2.2.2. Pendientes del bancal



Las pendientes transversal y longitudinal del plano definitivo de
nivelacion de la parcela que nos ocupa vendran dadas respectivamente
por los valores:

P:=(1°00/52) - 100 = 1'92%

P,=(1’31/108) - 100 = 1'21%

Del vértice 1 al 15 existe un desnivel de AZ = 2’31 metros por una
distancia rectilinea de:

D, s =+108% +52% =120 m.

con lo que dicha linea tendra una pendiente de: (2’31/120) - 100 = 1'93%.

De este modo, las lineas de maxima pendiente de esta parcela seran:

P =+/192% +121% =2'27% (méaxima pendiente)

y pueden verse dibujadas en el grafico siguiente:
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Fig. 7. Lineas de maxima pendiente de la parcela (ll).

Del mismo modo, en la figura siguiente pueden verse dibujadas las lineas
o rectas de nivel, teniendo en cuenta que resultan perpendiculares a las
anteriores lineas de maxima pendiente de la parcela en estudio.
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Fig. 8. Lineas de nivel de la parcela (ll).

3. EJEMPLO EXTRAIDO DE UNA PUBLICACI()N DEL ANTIGUO
INSTITUTO NACIONAL DE COLONIZACION (INC)

3.1. Determinacion de las pendientes del plano definitivo del bancal

Las lineas rectas que sustituyen a los perfiles medios se han de determinar de manera
que su adaptacion sea maxima o bien que el error cometido sea el minimo posible, al
objeto de que el movimiento de tierras necesario para efectuar la compensacion sea
también el minimo posible. Para realizar esta determinacién matematicamente, se utiliza
el conocido “método de los minimos cuadrados ordinarios”, fundado en la ley de
probabilidad de errores de GAUSS. En el excelente libro del Dr. Ingeniero Agronomo
Mariano Laguna Refiina, publicado por el antiguo Instituto Nacional de Colonizacion
del Ministerio de Agricultura, citado en la bibliografia, que iremos siguiendo
textualmente en el presente apartado, se expone con detalle el susodicho método, que
supone el ajuste separado de los perfiles medios longitudinales y transversales,
obteniéndose como resultado rectas de regresion mediante un proceso ciertamente
laborioso que, al cabo del mismo, exige el reajuste entre los volimenes de desmonte y
de terraplén, de forma analoga a como se realiza con el abancalado clasico.

Ello es asi porque se opera en el plano bidimensional euclideo R?, mientras que con
el sistema por nosotros propugnado en el presente libro, trabajando en el espacio
afin tridimensional euclideo R®, el ajuste se producird de manera automatica,
rapida y exacta, proporcionando al topdgrafo una herramienta de trabajo de
extraordinaria utilidad para la realizacion de este tipo de trabajos. Por otra parte,
con nuestro sistema tridimensional puede obviarse la previa configuracion en
malla o red de la situacion de las estacas o veértices del terreno a nivelar, siendo
suficiente el considerar una nube de puntos que comprenda un numero



determinado pero representativo de las cotas del terreno original, ain estando
aquellos distribuidos aleatoriamente por el mismo.

A los efectos de la operatoria clasica en el plano, se consideran los sistemas de
coordenadas auxiliares X; Y; y X, Y, para la representacion grafica de los perfiles
medios transversal y longitudinal, respectivamente, y determinacion analitica de las
lineas rectas medias cuya ecuacion general es: y = a + bx, segun se indica en la figura
siguiente.

}/jl ’__...__......__._.._....__.....'-:'S.

Fig. 9. Planta del mallado y ejes cartesianos de la parcela.

Al objeto de que los distintos valores de la coordenada X queden distanciados a
intervalos regulares, los puntos de origen o centros O; y O,, de ambos sistemas
auxiliares de coordenadas, se sitian a una distancia de una cuadricula del centro mas
proximo. Los ejes O; X; y O, X, coinciden con los ejes transversal y longitudinal del
bancal, respectivamente.

Los valores numéricos de los coeficientes a y b, de la expresion analitica de las lineas
que se buscan, y = a + bx, se determinan por el método antedicho en funcioén de los n
valores de las coordenadas X e Y de los puntos considerados en cada uno de los perfiles
medios.

Los valores “mejores” de los coeficientes a y b, segiin el “método de los minimos
cuadrados” seradn los siguientes:

g Qo x)Qxy) - y)(Qx*)
(2. %)* —n(Q x*)




(Zx)’ =

L (0@ -n(Exy)
(07 =X x)

en los que:

d( >x = Suma de las abscisas de los puntos considerados en los perfiles
medjos.
Yy = Suma de las alturas o cotas medias de los puntos considerados
en los perfiles medios.

< ¥xy = Suma de los productos de las abscisas por las cotas medias
correspondientes de cada uno de los puntos de los perfiles.
Cuadlrado de la suma de las abscisas de los puntos considerados.

¥x? = Suma de los cuadrados de las abscisas.
\ n= Numero de puntos considerados en cada perfil medio.

El valor del coeficiente de regresion b, asi obtenido, es el que
corresponde al coeficiente angular de la recta y = a + bx, es decir, la
pendiente de dicha linea que, como ya indicamos, servira para
determinar las cotas corregidas de cualquier punto del plano definitivo del
bancal, partiendo de la cota media correspondiente a su centro de
gravedad, previamente determinada en funcién de las cotas de los
centros de gravedad de las reticulas.

3.2. Aplicacion practica del “método de los minimos cuadrados” y
perfiles medios (regresién lineal bidimensional)

Para el logro de una mas completa aclaracion de cuanto llevamos
indicado respecto al “planeamiento” de terrenos, consideramos de
especial interés repetir aqui el conjunto de los célculos y determinaciones
conducentes a ello, en el caso concreto de un supuesto practico
suficientemente relevante que puede encontrarse en el libro
anteriormente relacionado.

Supondremos el caso particular de una porcién de terreno de forma
sensiblemente rectangular, con equidistancia de las curvas de nivel de
1’00 m., en la que consideramos superpuesta una cuadricula regular, con
dimensiones de 25 x 25 m. = 625 m? de las reticulas, y que las cotas de
los centros de gravedad de las mismas, determinadas por nivelacion de
dichos puntos en el terreno, son las que se indican en la representacion
grafica de la figura siguiente:



Fig. 10. Planta curvada y cotas del centro de las cuadriculas.

En primer lugar, procedemos a la determinacion de la cota media,
correspondiente al centro de gravedad del bancal, que se obtiene por la
media aritmética de las cotas de todos los centros de cuadriculas, que
por ser éstas iguales no precisan de ponderacion alguna. Por tanto:

Ycotas 87475
num. de puntos 35

Cota del centro de gravedad = = 24’993 m.

La localizacion del centro de gravedad en la planta del bancal (centroide),
en este caso, esta determinada por la interseccion de los ejes transversal
y longitudinal, al tratarse de un cuadrilatero regular. Su cota nos
determinaria, en su caso, la del plano definitivo horizontal éptimo al que
hubiera que llegar de desearse la configuracion del terreno definitivo
como perfectamente horizontal, es decir, con pendiente nula. Debe
tenerse en cuenta que, en este caso, como ya se ha dicho, se han
establecido sobre la parcela de terreno en estudio cuadriculas de
dimensiones 25’00 x 25’00 = 625’00 m?, con un resultado global de 35
puntos. De haberse establecido un reticulado de dimensiones inferiores,
con lo que aumentaria correlativamente el numero de puntos, la precision
en la determinacion del centroide y consecuente cota del plano horizontal
definitivo hubiera sido mayor. Un ejemplo representativo de ello puede
verse desarrollado en el presente capitulo referido a una parcela situada
en la poblacion de Gandesa (Tarragona), con cuadriculas alternativas de
5'00 x 5’00 = 25 °00 m? y 3'00 x 3’00 = 9°00 m?.



Al representar los perfiles medios, consideramos como valor de las
abscisas el numero de cuadriculas que correspondan a cada punto,
obteniendo asi una mayor facilidad en los céalculos. Para obtener la cota
de cada uno de los puntos del perfil medio longitudinal, consideramos
ahora las cotas de los centros de las correspondientes alineaciones
transversales, es decir, los centros de las columnas respectivas, a saber:

COTAS POR COLUMNAS

16 26 3a 4a 5a 63 7a

2910 25’11 23’50 2513 24’66 23’81 22’12

31’63 28’60 24’93 23’50 25’70 24’66 22’59

30’22 2912 26’80 22'22 24’81 24°02 22’80

24,61 26’90 26’55 22'61 23'94 23’20 22'04

23'04 2502 26'22 22’80 25'27 25’51 22’91

> de cotas | 13860 | 134’75 | 12800 | 11526 | 124’38 | 12120 | 11246

Cota media| 27°72 26’95 2560 23'05 24'88 24'24 22’49

Utilizando el sistema de coordenadas auxiliar X, Y, que se indico
anteriormente, al describir el proceso general de calculo, el perfil medio
longitudinal tendra la representacion de la figura siguiente:

COTAS EN METROS

02 1 2 3 4 5 6 7 Xz
DISTANCIAS AL ORIGEN EN CUADRICULAS

Fig. 11. Perfil medio longitudinal.
El “mejor” valor del coeficiente angular o de regresion b de la recta de
ecuacion: y = a + bx, que buscamos, segun el “método de los minimos
cuadrados ordinarios”, sera:




Zx Qy)- ny)_ ZX)ZV (> xy)
(07 (3 ) zx> .

Consideradas las abscisas como intervalos de cuadriculas, se facilitaran los calculos
grandemente si se tabulan, previamente, los valores de las expresiones:

(Zx Zx (Fx?)

para los distintos nlimeros N posibles, como hacemos a continuacion:

X x)?
n O .x) (Zn ) (3 x)
2 1’5 -0'5
3 20 -20
4 2’5 -50
5 30 -100
6 3’5 -17'5
7 4’0 -280

Teniendo en cuenta las ordenadas de los puntos considerados en el
perfil y los valores de la tabla anterior, seguidamente se procede al
calculo del coeficiente angular:

Yy = 2772 + 26’95 + 25'60 + 23’05 + 24’88 + 24’24 + 22’49 = 174°93
IXy = (1x27°72) + (2x26'95) + (3x25'60) + (4x23'05) + (5x24'88) +
+(6x24°24) + (7x22'49) = 677°'89

n=7

Aplicando estos valores a la formula anterior, tendremos:

b 4x174'93-677'89 _699'72-677'89 _ 2183 _ _0'779
—-28 —-28 28

Esta pendiente esta referida a la escala adoptada para las abscisas, es
decir, a los 25 m. de anchura de la cuadricula. En consecuencia, la
pendiente longitudinal de la parcela, expresada en tanto por ciento, sera
cuatro veces mayor, esto es:

Pendiente =- 0779 x4 =-3116 %

El signo negativo de la pendiente indica que la recta esta inclinada hacia
la derecha del grafico, como se indica en el mismo, trazada por la cota
correspondiente al centro de gravedad del bancal, con la pendiente



calculada. Respecto al perfil medio transversal, operando del mismo
modo para obtener la cota de cada uno de sus puntos, consideramos las
cotas de los centros de las correspondientes alineaciones longitudinales,
es decir, los centros de las filas respectivas, o sea:

COTAS POR FILAS

Utilizando el

12 28 32 42 52
2910 31’63 3022 24’61 2304
2511 28’60 26’12 26’90 2502
23’50 24’93 26’80 26’55 26'22
25,13 25’50 22'22 21'61 22’80
24’66 2570 24’81 23’94 2527
23’81 24’66 24’02 23’20 25’51
22’12 22’59 22’80 22'04 22'91
> de cotas | 173’43 | 181°61 17999 | 168’85 | 170’77
Cota media| 24’78 2594 25'71 24’12 24’40
sistema de coordenadas auxiliar X; Y,

indicado

anteriormente, el perfil medio transversal tendra la representacion de la
figura siguiente.

COTAS EN METROS
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Fig. 12. Perfil medio transversal.

El “mejor” valor del coeficiente angular b de la recta y = a + bx de este perfil
transversal, segun el “método de los minimos cuadrados ordinarios”, se obtendra
aplicando la misma férmula anterior.



Por tanto, teniendo en cuenta las ordenadas de los puntos considerados
en el perfil y los valores de la tabla auxiliar, tendremos:

Yy = 24’78 + 2594 + 25'71 + 24’12 + 24’40 = 124’95

IXy = (1x24°78) + (2x25'94) + (3x25'71) + (4x24°12) + (5x24'40) =
37227

n=>5

Aplicando estos valores a la expresion de la pendiente o coeficiente
angular de la recta, se tiene:

b — 3'0x124'95 - 372'27  374'85-372'27 _ 2'58 _ _0'258
-10 -10 10

Al igual que en el caso anterior, en razon a la anchura de la cuadricula
escogida, 25 m., la pendiente expresada en tanto por ciento sera:

Pendiente transversal = - 0258 x 4 = - 1°032 %
El signo negativo de la pendiente indica que la inclinacion de la recta es
hacia la derecha del grafico, tal como se ha dibujado en el mismo,

pasando por el centro de gravedad.

En resumen, se han determinado las pendientes del plano definitivo del
bancal, que a continuacién se indican:

Pendiente longitudinal ........... 3’116 %
Pendiente transversal ............ 1’032 %

A partir de este momento, se sigue el mismo procedimiento que en el
abancalado® para el célculo de las cotas corregidas de cada uno de los
centros de las cuadriculas y de aquellos puntos que interese conservar
en las lindes, como referencias de nivel, para la ejecucion de las obras.
Para ello, se considera el sistema de coordenadas principal,

% Existen, en la bibliografia especializada al respecto, ciertos modelos matematicos concebidos
expresamente para el abancalado de los terrenos de cultivo. Mediante el analisis matematico se han
propuesto algunos modelos de abancalado para resolver empleando tratamiento de datos en ordenador.
Ademas de los tradicionales datos vd y dmt, algunos de estos modelos aportan los siguientes pardmetros:
la relacion vt/vd entre el volumen de desmonte transversal y el volumen de desmonte, la posicion de la
linea de separacion desmonte-terraplén por el angulo orientado que ella forma con el eje longitudinal del
bancal y las coordenadas X e Y de los centros de gravedad de desmonte y terraplén. En la mayoria de las
parcelas dedicadas a cultivos agricolas de secano se puede asimilar su superficie a un plano inclinado que
determinamos por aplicacion de la teoria de minimos cuadrados. El arranque y transporte de tierras en la
compensacion de volimenes para el abancalado se contempla como un modelo fisico en el que se
considera el concepto de trabajo y momento de fuerza. En base a los conceptos geométricos y fisicos se
ha hecho, en algunos casos, un andlisis del método de la cota roja media profundizando en el estudio del
error cometido por su aplicacion.



constituido por los ejes transversal y longitudinal del bancal, con
origen en el centro de gravedad del mismo.

En su consecuencia, la cota corregida de un punto cualquiera (X, Y;) del
plano definitivo, en funcién de la cota del centro de gravedad del bancal
(cota media) y de las pendientes calculadas, sera:

Cota corregida = 24’993 + 0’03116 x x4 + 0’01032 x y,
A partir de aqui, resulta practico determinar, en primer lugar, la cota correspondiente al
centro mas alto del plano definitivo, para obtener seguidamente las cotas corregidas de

los restantes centros y puntos por los incrementos por pendientes.

En el ejemplo considerado, la cota del centro 1, mas alto, correspondiente al vértice 29,
seria:

Cota del centro 1 =24’993 + 0°'03116 x 75 + 0’01032 x 50 = 27'843 m.

La diferencia entre las cotas corregidas y las iniciales del terreno proporcionan las cotas
rojas’’ de desmonte y terraplén en cada uno de los centros y puntos considerados.

Todo ello puede verse con suficiente y expresiva claridad en la siguiente tabla, obtenida

con precision por la aplicacion de la hoja de calculo Excel, donde se han sefialado en
letra negrilla los vértices de la cota taquimétrica mayor y menor. Asi:

Tabla 10. Cotas definitivas y correcciones (lll).

Cotas |Cotas del
Vértices X=X Y=X, |definitivas| terreno [Corregido
Y4 inicial
1 75 -50 26,811 23,04 +3,771
2 50 -50 26,032 25,02 +1,012

7 Recordemos que se denomina “cota roja” de un punto a la diferencia existente entre la cota que tiene en
la rasante y la que tiene en la traza. Es decir, es la cota en el proyecto menos la cota en el terreno natural.
Es el dato preciso para llevar a cabo el replanteo altimétrico. La cota roja puede ser:
e Positiva (por ejemplo en el punto A): proyecto a mayor cota que el terreno implica terraplén o
relleno de tierras.
e Negativa (por ejemplo en el punto B): proyecto a menor cota que el terreno implica desmonte o
corte de tierras.
Esquematicamente, los pasos que se siguen para calcular las cotas rojas de los puntos del proyecto son los
siguientes:
e Realizar el proyecto sobre la cartografia base: se proyecta la planta del proyecto.
e Replantear la planta: se obtiene la traza a lo largo del eje del proyecto, esto es, el perfil
longitudinal del terreno.
e Sobre la traza se proyecta la altimetria de la obra, o sea, la rasante. Comparando las cotas de
rasante y de traza, se calculan las cotas rojas de los puntos secuenciales.
e Por ultimo, se realiza el replanteo altimétrico.



3 25 -50 25,253 26,22 -0,967
4 0 -50 24,474 22,80 +1,674
5 -25 -50 23,695 25,27 -1,575
6 -50 -50 22,916 25,51 -2,594
7 -75 -50 22,137 22,91 -0,773
8 75 -25 27,069 24,61 +2,459
9 50 -25 26,290 26,90 -0,610
10 25 -25 25,511 26,55 -1,039
11 0 -25 24,732 21,61 +3,122
12 -25 -25 23,953 23,94 +0,013
13 -50 -25 23,174 23,20 -0,026
14 -75 -25 22,395 22,04 +0,355
15 75 0 27,327 30,22 -2,893
16 50 0 26,548 29,12 -2,572
17 25 0 25,769 26,80 -1,031
18 0 0 24,990 22,22 +2,770
19 -25 0 24,211 24,81 -0,599
20 -50 0 23,432 24,02 -0,588
21 -75 0 22,653 22,80 -0,147
22 75 25 27,585 31,63 -4,045
23 50 25 26,806 28,60 -1,794
24 25 25 26,027 24,93 +1,097
25 0 25 25,248 23,50 +1,748
26 -25 25 24,469 25,70 -1,231
27 -50 25 23,690 24,66 -0,970
28 -75 25 22,91 22,59 +0,321
29 75 50 27,843 29,10 -1,257
30 50 50 27,064 25,11 +1,954
31 25 50 26,285 23,50 +2,785
32 0 50 25,506 25,13 +0,376
33 -25 50 24,727 24,66 +0,067
34 -50 50 23,948 23,81 +0,138
35 -75 50 23,169 22,22 +0,949
Sumas 0 0 +0,000

Se continda el proceso descrito para la determinacion del volumen
exigido por la compensacion de tierras y para el reajuste entre los
volumenes de desmonte y de terraplén, siempre actuando de forma
analoga a como se indico para los restantes ejemplos que resolvemos en
el presente libro.

En cualquier caso, hemos considerado interesante poner de manifiesto la
prolijidad de las operaciones a realizar por el doble método bidimensional
cuya exposicion hemos transcrito del libro indicado (LAGUNA, 1968) en
comparacion con el método tridimensional que se expone en el epigrafe
siguiente de nuestro libro que, ademas, nos puede ofrecer la imagen
tridimensional del plano de nivelacion definitivo del terreno en cuestion.



3.3. Resolucién del problema por regresion lineal minimocuadratica
tridimensional

Se trata de la nivelacion de la anterior parcela de cultivo, de planta
sensiblemente rectangular, sobre la cual se ha dibujado una malla o red
formando cuadros de 25’00 x 25’00 m. y 35 estacas en los centros de
cada cuadricula en cuyos puntos, con el instrumento topografico
correspondiente, se han tomado las coordenadas relativas siguientes:

Tabla 11. Coordenadas del centro de la cuadricula.

X=X1 Y=X2 Z=Yi Vértices
162,5 112,5 23,04
137,5 112,5 25,02
112,5 112,5 26,22
87,5 112,5 22,80
62,5 112,5 25,27
37,5 112,5 25,51
12,5 112,5 22,91
162,5 87,5 24,61
137,5 87,5 26,90
112,5 87,5 26,55

87,5 87,5 21,61
62,5 87,5 23,94
37,5 87,5 23,20
12,5 87,5 22,04

162,5 62,5 30,22
137,5 62,5 29,12
112,5 62,5 26,80

87,5 62,5 22,22
62,5 62,5 24,81
37,5 62,5 24,02
12,5 62,5 22,80

162,5 37,5 31,63
137,5 37,5 28,60
112,5 37,5 24,93
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87,5 37,5 23,50

62,5 37,5 25,70 26
X=X1 Y=X2 Z= i Vértices
37,5 37,5 24,66 27
12,5 37,5 22,59 28
162,5 12,5 29,10 29
137,5 12,5 25,11 30

112,5 12,5 23,50 31




87,5 12,5 25,13 32
62,5 12,5 24,66 33
37,5 12,5 23,81 34
12,5 12,5 22,22 35

En este caso, se trata de buscar el plano de ajuste 6ptimo, esto es, aquél
que nos ofrece la minima compensacion de tierras entre los volumenes
de desmonte y de terraplén. El procedimiento empleado, como se vera,
resulta mucho mas rapido y eficiente que el método empleado en el
epigrafe anterior para la resolucion del mismo problema, en que los
ajustes por regresion lineal minimocuadratica se han realizado
separadamente para los perfiles medios longitudinales y transversales
del terreno a nivelar. Hemos considerado, como se ve, la esquina
superior derecha (esquina NE) de la cuadricula que contiene el vértice 35
como el origen de las coordenadas relativas (0,0), por tratarse de un
punto cdmodo y de bajo nivel taquimétrico de la parcela en estudio. Asi:

175

29 30 31 32 33 34 35

25

22 23 24 25 26 27 28

125

15 16 17 18 19 20 21

Fig. 13. Planta de la cuadricula.

Siguiendo los pasos sefialados anteriormente (ver ejemplos anteriores),
la hoja de calculo excel nos ofrecera el plano de ajuste por regresion
lineal minimocuadratica, con el siguiente resultado:



A H L L E F 5 |
1 |A B [
2 | 22924713 0,0310872] -0,0104447
3
4 H=w =2 =i b Errar Error2 Vértices |
] 162,58 1125 23,04 26,802858) -3,7628581 141591 1
i 1375 1125 25,02 26,025429] -1,0054293] 1,0108831 2
i 1125 1125 26,22 25,248001| 087199594| 09447828 3
8 8v.a 1125 2248 244705872 -1, BTO5718] 27908101 4
g 624 1125 2827 23693143 1,A7EBAY| 2 486478 5
10 ETR 1125 25,91 22915714 2,5942858| B,7303186 B
11 12,8 1125 221 22,138285] 07717145 05955433 7
12 162,45 87.h 24,81 27064001 -2 4540007 H,0221193 8
13 137,58 87,4 26,49 26,286572) 06134281 0376294 g
14 1125 87,4 26,55 25509143 1,04085658] 1,083383 10
15 875 B7.5 21,81 24731714 -31217143] 9,7451005 11
16 62,4 87,4 23,94 23,954286) -0,0142856] 0,0002041 12
17 arh 87.h 23,2 23176857 0,0231432| 0,0005356 13
18 1248 87,4 22,04 22,399428] -0,359428| 01281885 14
19 1625 624 30,22 27,325143| 2.8948568| 83801857 15
20 137,54 62,5 29,12 26,547714| 25T22855| B H166529 16
21 1125 624 26,8 25,770286) 1,0297143| 1,0603116 17
22 B7.h 624 22,22 24992847 -2,7728565| 7 HEETISY 18
23 624 625 24,81 24215428 05945718] 03535157 149
24 arh 624 24,02 23,4379959| 05820006 03387247 20
25 12,45 62,5 22,8 22660571 0,1394294| 0,0194406 21
26 1625 3avh 31,63 27,586286) 40437142| 16351625 22
27 137,45 arh 28,6 26,808857)  1,791143] 32081832 23
28 1125 374 24,93 26,031428] -1,1014283] 1,2131442 24
29 87.a ara 23,4 25,253999) -1,74390895| 3 07E5142 25
30 62,5 374 28,7 24476571 1,2234293| 14967792 26
a1 ETR avh 24 GE 23699142 09608581| 09232482 27
3z 12,48 arh 22,88 22921713 -0,331 7132 01100336 28
33 1625 12,48 29,1 27,847428] 1,2525716] 1,5689357 24
34 137,58 12,48 251 27,07] -1,9599996| 38415984 20
35 1125 12,5 23,5 26,292571| -2,7925708| 7,7984518 31
36 B7.a 12,8 25,13 25515142 -0,385142| 01483344 3z
ar 62,5 12,48 24 Gk 24737713 -0,0777133| 0,0060394 33
38 3arh 12,48 23,81 23,960284| -014502845] 00225854 34
39 12,48 12,48 22,22 23,182856) -0,9628557| 09270811 35
40 Suma 11,2249

Asi pues, se obtienen los siguientes coeficientes en la ecuacién del plano
definitivo del bancal (ajustando a cinco decimales):

A =22'92471
B =003110
C =-0'01045

De esta suerte, la expresion general del plano resultante sera:

0°0311-X - 0°01045-Y — Z + 22°92471 =0

con lo que para hallar las cotas taquimétricas definitivas de los 35
vértices despejaremos:



Z=22'92471 + 0'03110-X - 0°01045-Y
A resultas de lo anterior, obtendremos dichas cotas definitivas (T;) en la siguiente tabla,
asi como posteriormente el denominado “error tipico de la estima” y el correspondiente

“grado de nivelacion C” a partir del estadigrafo chi-cuadrado (x7), esto es:

Tabla 12. Cotas definitivas y correcciones (V).

Cotas del Puntos Cotas Corregido
Vértices | terreno | tedricos del | definitivas ( d~§);
inicial plano (X,Y) Z(T) '

23,04 |(162'5,112’5)| 26,803 +3,763
25,02 |(137°5,112'5)| 26,025 +1,005
26,22  (112'5,112'5)| 25,248 -0,972
22,80 (87°5,112'5) | 24,470 +1,670
25,27 (62'5,112'5) | 23,693 -1,577
25,51 (37'5,112’5) | 22,915 -2,595
22,91 (12’5,112'5) | 22,138 -0,772
24,61 (162'5,87°5) | 27,064 +2,454

)

)

26,90 (137°5,87'5 26,287 -0,613
26,55 (112’5,87°5 25,509 -1,041
21,61 (87°5,87°5) 24,732 +3,122
23,94 (62'5,87°5) 23,954 +0,014
23,20 (37'5,87°'5) 23,177 -0,023
22,04 (12'5,87°5) 22,399 +0,359
30,22 (162'5,62’5) | 27,325 -2,895
29,12 (137°5,62’5) | 26,548 -2,572
26,80 (112'5,62’5) | 25,770 -1,030
22,22 (87'5,62'5) 24,993 +2,773
24,81 (62'5,62'5) 24,215 -0,595
24,02 (37'5,62’5) 23,438 -0,582
22,80 (12'5,62'5) 22,660 -0,140
31,63 (162'5,37°5) | 27,587 -4,043
28,60 (137°5,37°5) | 26,809 -1,791
24,93 (112’5,37°5) | 26,032 +1,102
23,50 (87°'5,37’5) 25,254 +1,754
25,70 (62'5,37°5) 24,477 -1,223
24,66 (37°'5,37’5) 23,699 -0,961
22,59 (12'5,37°5) 22,922 +0,332
29,10 (162'5,12’5) | 27,848 -1,252
25,11 (137°5,12’5) | 27,070 +1,960
23,50 (1125,12’5) | 26,293 +2,793
25,13 (87'5,12’5) 25,515 +0,385
24,66 (62'5,12’5) 24,738 +0,078
23,81 (37°5,12’5) 23,960 +0,150
22,22 (12'5,12’5) 23,183 +0,963
874,75 -- 874,75 +0,000
De este modo, el plano nivelado minimocuadraticamente de la parcela o bancal puede
verse en la siguiente figura de representacion tridimensional:
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Fig. 14. Bancal nivelado por minimos cuadrados (ll).
Como consecuencia de las correcciones que se expresan en el cuadro
anterior, resultara el siguiente movimiento de tierras (el signo “+” implica
terraplén y el “-* implica desmonte), notandose que esta estimacion



resulta ser exacta, teniendo en cuenta la igual magnitud de las
superficies de las subparcelas tributarias de cada vértice o estaca que
hemos sefalado en las anteriores figuras:

Tabla 13. Movimiento de tierras resultante (IV).

Vértices | Superficie (m?) | Correccién (m.) [Volumen (m?)
1 625 +3,763 2.351,875
2 625 +1,005 628,125
3 625 -0,972 -607,5
4 625 +1,670 1.043,75
5 625 -1,577 -985,625
6 625 -2,595 -1.621,875
7 625 -0,772 -482,5
8 625 +2,454 1.533,75
9 625 -0,613 -383,125
10 625 -1,041 -650,625
11 625 +3,122 1.951,25
12 625 +0,014 8,75
13 625 -0,023 -14,375
14 625 +0,359 224 375
15 625 -2,895 -1.809,375
16 625 -2,572 -1.607,5
17 625 -1,030 -643,75
18 625 +2,773 1.733,125
19 625 -0,595 -371,875
20 625 -0,582 -363,75
21 625 -0,140 -87,5
22 625 -4,043 -2.526,875
23 625 -1,791 -1.119,375
24 625 +1,102 688,75
25 625 +1,754 1.096,25
26 625 -1,223 -764,375
27 625 -0,961 -600,625
28 625 +0,332 207,5
29 625 -1,252 -782,5
30 625 +1,960 1.225
31 625 +2,793 1.745,625
32 625 +0,385 240,625
33 625 +0,078 48,75
34 625 +0,150 93,75
35 625 +0,963 601,875
TOTAL| 21.875 (625x35) +0’000 + 0,000

, por lo que la compensacion asi efectuada de tierras resulta absolutamente ajustada y
matematicamente perfecta, no obteniéndose volimenes ni de tierras sobrantes ni de
tierras a aportar a la parcela, salvando la consideracion de los pertinentes coeficientes de



esponjamiento y/o compactacion ulterior que haya que aplicar en su caso (ver Cap. 2).
Este célculo, que se deduce inmediatamente del cuadro anterior, puede ser contrastado
con la cuantificacion correspondiente mediante el estudio de los perfiles transversales y
longitudinales de la parcela en estudio, determinados por la malla o red de vértices que
nos ocupa. De los calculos efectuados en este caso, se deduce un movimiento de tierras
(desmonte = terraplén) de: 15.423°125 m’, que constituye la cifra volumétrica necesaria
para configurar el terreno en estudio en base al plano dptimo minimocuadratico que
hemos obtenido.

Para tener una medida del grado de explanacion, en base a lo explicitado en el capitulo
5 anterior, igualaremos a +10,00 m. la cota relativa media o centro de gravedad de la
parcela en estudio, cuyo valor resulta de dividir la suma de las cotas iniciales del terreno
natural por el nimero de vértices (874°75/35 = 24’993 m.), con lo que se tendra la
siguiente tabla:

Cotas Cotas
S relativas | relativas d; 2 2
vertices | ; iciales | definitivas | (Yi-T) | 9 S
(Yi) (T3)
1 8,05 11,810 -3,763| 14,159 1,199
2 10,03 11,032 -1,005| 1,011 0,092
3 11,23 10,255 0,972| 0,945 0,092
4 7,81 9,478| -1,671 2,791 0,294
5 10,28 8,700 1,577| 2,486 0,286
6 10,52 7,923 2,594| 6,730 0,849
7 7,92 7,145 0,772| 0,596 0,083
8 9,62 12,071 -2,454| 6,022 0,499
9 11,91 11,294 0,613| 0,376 0,033
10 11,56 10,516 1,041 1,083 0,103
11 6,62 9,739| -3,122| 9,745 1,001
12 8,95 8,961| -0,014| 0,000 0,000
13 8,21 8,184 0,023| 0,001 0,000
14 7,05 7,406| -0,359| 0,129 0,017
15 15,23 12,332 2,895| 8,380 0,680
16 14,13 11,555 2,572| 6,617 0,573
17 11,81 10,777 1,030 1,060 0,098
18 7,23 10,000 -2,773| 7,689 0,769
19 9,82 9,222 0,595| 0,354 0,038
20 9,03 8,445 0,582| 0,339 0,040
21 7,81 7,668 0,139| 0,019 0,003
22 16,64 12,593 4,044 | 16,352 1,298
23 13,61 11,816 1,791 3,208 0,272
24 9,94 11,038 -1,101 1,213 0,110
Cotas Cotas
_r relativas | relativas d; 2 2
vertices | ;. iciales | definitivas | (Y;-T) | 9 ST
(Yi) (T3)
25 8,51 10,261 -1,754| 3,077 0,300
26 10,71 9,484 1,223 1,497 0,158




27 9,67 8,706 0,961| 0,923 0,106
28 7,60 7,929 -0,332| 0,110 0,014
29 14,11 12,854 1,253] 1,569 0,122
30 10,12 12,077 -1,960| 3,842 0,318
31 8,51 11,300 -2,793| 7,798 0,690
32 10,14 10,522| -0,385| 0,148 0,014
33 9,67 9,745/ -0,078| 0,006 0,001
34 8,82 8,967| -0,150| 0,023 0,003
35 7,23 8,190| -0,963| 0,927 0,113
) 350,00| 350,000 +0,000|111,225|4*=10,268

Obsérvese que en la tabla anterior hemos definido el di = Y; — T; como la diferencia
existente entre las cotas del terreno natural o iniciales y las definitivas que se deducen
de la aplicacion de nuestro modelo de explanacion. Ello es asi con el objetivo de
adecuarnos a la terminologia utilizada para el calculo de chi-cuadrado que realizaremos
a continuacion.

El error estandar o tipico de la estima de esta regresion multiple (triple) vendra dado por
la expresion (véase el capitulo 5), con m = 2 variables explicativas correspondientes a la
abscisa y la ordenada de cada punto:

N
Y, - T,)?
2T s
Xy = =186 m.
N-m-1 35-2-1

Para N — 1 = 35 — 1 = 34 grados de libertad, se tiene un xzo,s = 16’55, realizando la
interpolacidon correspondiente en la tabla de percentiles de la distribucion tedrica de
probabilidad chi-cuadrado que figura en el anexo 3. Al ser: ¥’=10"268 < 16’55 puede

considerarse bastante bajo, en términos relativos, el volumen de explanacion a realizar
en la parcela que nos ocupa.

wn
Il

De haberse considerado, alternativamente, un valor del nimero de grados de libertad de:
N-m-1=32gl

se obtendria, por interpolacion lineal, un valor tedrico chi-cuadrado algo mas exigente
2 . . . :
Y05 = 15’17, lo que no modificaria tampoco las conclusiones anteriormente expresadas.

Por otra parte, siguiendo con la idea de objetivizar el andlisis (y relativizarlo), veamos
que el “grado de explanacion” determinado, como ya se ha visto, por el “coeficiente de
contingencia” C derivado de la distribucion de probabilidad chi-cuadrado (Xz), vendra
dado por la expresion:

2 '
co Ao [ 10208 _4g 480,
2 +N 1026835

siendo N = 35 el numero de estacas o vértices de nivelacidon considerado.




3.4. Pendientes del bancal
Las pendientes transversal y longitudinal del plano definitivo de
nivelacion de la parcela que nos ocupa vendran dadas respectivamente
por:

Py=(1°045/100) - 100 = 1'045%

P, = (4'665/150) - 100 = 3'110%

Del vértice 29 (de mayor cota) al 7 (de menor cota) existe un desnivel de
AZ = 5’71 metros por una distancia rectilinea diagonal de:

D, ,, =v100% +150% =180'28 m. ,
con lo que dicha linea tendra una pendiente de:
(5'71/180°28) - 100 = 3’167 %.

De este modo, las lineas de maxima pendiente de la parcela en estudio
seran:

P, = V10457 + 3110% = 3'281% (maxima pendiente)

y pueden verse dibujadas en el grafico siguiente:
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Fig. 15. Lineas de maxima pendiente de la parcela (ll).

Del mismo modo, en la figura siguiente pueden verse dibujadas las lineas
o rectas de nivel, teniendo en cuenta que resultan perpendiculares a las
anteriores lineas de maxima pendiente de la parcela en estudio.
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Fig. 16. Lineas de nivel de la parcela (ll).



3.5. Nivelacién a pendiente nula

Si ahora pretendiésemos efectuar la nivelacion a pendiente nula, esto es,
de tal modo que la superficie o plano del terreno definitivo fuera
perfectamente horizontal y sin pendiente alguna longitudinal y transversal
(como sucede frecuentemente en la nivelacidon de las parcelas arrozales),
deberiamos adoptar como solucién una cota taquimétrica de dicho plano
igual a la media aritmética de las cotas de todas las estacas, lo que
configuraria un plano de ecuacién: Z = 24’993 m. paralelo al XOY.
Obviamente, la suma de las correcciones a efectuar (o compensacion de
tierras), o sea, las discrepancias entre las cotas observadas del terreno y
las definitivas, deberia ser nula en base a una propiedad caracteristica
de la media aritmética, si bien el movimiento de tierras para alcanzar el
plano definitivo debera ser l6gicamente mayor que en el caso de adoptar
como solucion la ofrecida por el ajuste minimocuadratico tridimensional.

Lo aqui expuesto puede comprobarse en la tabla siguiente, de la cual se
deduce un movimiento total de tierras (desmonte = terraplén) de
19.992’188 m?®, que es la cifra volumétrica necesaria para configurar el
terreno en estudio en base al plano horizontal frente a los 15.423'125 m®
del plano optimo inclinado obtenido por ajuste minimocuadratico
tridimensional. Ello supone un movimiento de tierras casi un 30%
superior. Asi:

Tabla 14. Cotas definitivas, correcciones y movimiento de tierra resultante.

Cotas
Veértices te::eelr‘oCotas dezzflnltlvas St Su;zr(:‘rzf)lme Vo(lrt:‘rg;en
inicial

1 23,04 24,993 +1,953 625 1.220,625
2 25,02 24,993 -0,027 625 -16,875
3 26,22 24,993 -1,227 625 -766,875
4 22,8 24,993 +2,193 625 1.370,625
5 25,27 24,993 -0,277 625 -173,125
6 25,51 24,993 -0,517 625 -323,125
7 22,91 24,993 +2,083 625 1.301,875
8 24,61 24,993 +0,383 625 239,375
9 26,9 24,993 -1,907 625 -1.191,875
10 26,55 24,993 -1,557 625 -973,125
11 21,61 24,993 +3,383 625 2.114,375
12 23,94 24,993 +1,053 625 658,125
13 23,2 24,993 +1,793 625 1.120,625
14 22,04 24,993 +2,953 625 1.845,625
15 30,22 24,993 -5,227 625 -3.266,875
16 29,12 24,993 -4,127 625 -2.579,375
17 26,8 24,993 -1,807 625 -1.129,375
18 22,22 24,993 +2,773 625 1.733,125




Cotas
Ve rticest del |Cotas definitivas St Superzficie Volumen (m°)

erreno Z (m?)

inicial
19 | 24,81 24,993 +0,183 625 114,375
20 | 24,02 24,993 +0,973 625 608,125
21 22,8 24,993 +2,193 625 1.370,625
22 | 31,63 24,993 -6,637 625 -4.148,125
23 28,6 24,993 -3,607 625 -2.254,375
24 | 24,93 24,993 +0,063 625 39,375
25 23,5 24,993 +1,493 625 933,125
26 25,7 24,993 -0,707 625 -441,875
27 | 24,66 24,993 +0,333 625 208,125
28 | 22,59 24,993 +2,403 625 1.501,875
29 29,1 24,993 -4,107 625 -2.566,875
30 | 25,11 24,993 -0,117 625 -73,125
31 23,5 24,993 +1,493 625 933,125
32 | 25,13 24,993 -0,137 625 -85,625
33 | 24,66 24,993 +0,333 625 208,125
34 | 23,81 24,993 +1,183 625 739,375
35 | 22,22 24,993 +2,773 625 1.733,125

, 21.875 ,

>, |874,755 874,755 +0°000 (625x35) +0’000

3.6. Nivelacién a pendiente prefijada

Una vez obtenido el plano optimo por regresion minimocuadratica
tridimensional, es posible modificar sus pendientes (longitudinal,
transversal, maxima) segun las necesidades constructivas o agronémicas
del terreno rotando dicho plano alrededor del eje determinado por la recta
de interseccion de este plano y el plano horizontal (que sera la linea de
nivel que pasa por el centro de gravedad del plano definitivo). Asimismo,
disponiendo del correspondiente programa grafico tridimensional podra
ajustarse dicho plano definitivo a cualquier otra pendiente que pueda
interesar.

4. APLICACION A UN CASO REAL (2)

La primera vez que nos planteamos este nuevo modelo de calculo, fue con un trabajo
topografico realizado por el método de nivelacidbn y no como un levantamiento
taquimétrico. Evidentemente, este hecho lleva a una toma de datos en campo diferente a
la que efectuariamos con una estacion total o con un taquimetro. Para poder realizar de
forma coherente el trabajo procedimos, en primer lugar, a parcelar el terreno en base a
una cuadricula de 20 por 20 metros, aunque bien podria ser cualquier otra, como



veremos en otros ejemplos, nivelando posteriormente un punto de nivelacion central de
cada cuadricula y en cada uno de los vértices o intersecciones de la malla. De esta
manera, dos de las alineaciones de los puntos (la inferior y la de la izquierda),
coincidian con los ejes de abscisas y ordenadas, a los que otorgamos un valor en origen
de (X=0 m., Y=0 m.) respectivamente, y de tal modo que los puntos quedaran
localizados en el primer cuadrante del circulo, lo cual nos permitia siempre trabajar con
coordenadas positivas. Asi, obtuvimos los 60 puntos que nos muestra la figura en planta
siguiente, con la equidistancia de las curvas de nivel de 0°20 m.
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Fig. 17. Puntos utilizados para el primer ejemplo.
De aqui deriva la siguiente tabla de coordenadas de los vértices situados
en las intersecciones de la malla o red:

| Vértices | X4=X | Xo=Y | Yi=Z |




1 0,000 0,000 10,000
2 0,000 100,000 9,600
3 180,000 100,000 12,140
4 180,000 0,000 11,260
5 0,000 20,000 9,950
6 0,000 40,000 9,920
7 0,000 60,000 9,820
8 0,000 80,000 9,730
9 180,000 20,000 11,260
10 180,000 40,000 11,400
11 180,000 60,000 11,630
12 180,000 80,000 11,880
13 20,000 100,000 9,620
14 40,000 100,000 9,850
15 60,000 100,000 10,420
16 80,000 100,000 10,850
17 100,000 100,000 11,150
18 120,000 100,000 11,550
19 140,000 100,000 11,850
20 160,000 100,000 12,020
21 20,000 80,000 10,000
22 40,000 80,000 10,000
23 60,000 80,000 10,550
24 80,000 80,000 10,660
25 100,000 80,000 10,000
26 120,000 80,000 10,000
27 140,000 80,000 10,000
28 160,000 80,000 10,000
29 20,000 60,000 10,000
30 40,000 60,000 10,480
31 60,000 60,000 11,020
32 80,000 60,000 11,230
33 100,000 60,000 12,520
34 120,000 60,000 12,410
35 140,000 60,000 11,980
36 160,000 60,000 11,050
37 20,000 40,000 9,740
38 40,000 40,000 10,410
39 60,000 40,000 10,820
40 80,000 40,000 11,010
41 100,000 40,000 11,210
Vértices X=X Xo=Y Yi=Z
42 120,000 40,000 11,520
43 140,000 40,000 11,270
44 160,000 40,000 11,000




45 20,000 20,000 10,000
46 40,000 20,000 9,850
47 60,000 20,000 10,230
48 80,000 20,000 10,410
49 100,000 20,000 10,680
50 120,000 20,000 9,950
51 140,000 20,000 9,880
52 160,000 20,000 11,330
53 20,000 0,000 10,150
54 40,000 0,000 10,060
55 60,000 0,000 10,020
56 80,000 0,000 10,630
57 100,000 0,000 10,850
58 120,000 0,000 11,000
59 140,000 0,000 11,020
60 160,000 0,000 11,060

La tabla precedente nos ofrece una serie de datos, divididos en cuatro
columnas, en grupos de cuatro por linea, que representan:

1. El primero es el nimero de punto, vértice o estaca dentro del
conjunto general del trabajo.

2. El segundo la coordenada X de las abscisas, transformada de la
original en UTM.

3. El tercero la coordenada Y o del eje de las ordenadas, también
transformada.

4. El cuarto el valor de la coordenada Z de la elevacion o cota del

terreno natural.

Con estos datos creamos nuestro propio calculo de regresion
tridimensional de la parcela, utilizando la hoja de calculo Excel con
Solver, como venimos realizando en los otros ejemplos obrantes en el
presente libro. Como consecuencia de él, se obtienen los siguientes
coeficientes en la ecuacién general del plano definitivo del bancal
(ajustando a cinco decimales):

A =975155
B =000920
C =0'00238

De esta suerte, la expresidon general del plano resultante sera:
0’0092-X + 0°00238'Y —Z + 9’75155 =0

con lo que para hallar las cotas taquimétricas definitivas de los 60
vértices buscados despejaremos:



A resultas de lo anterior, obtendremos dichas cotas definitivas en la siguiente tabla, con

Z=975155+ 0'0092-X + 0'00238-Y

las correcciones de nivel correspondientes:

Tabla 15. Cotas definitivas y correcciones (V).

Yi (cotas

‘e del Ti (cotas di=Y,—-T,;
Vértices X Y A .

terreno deflnltlvaS) (corregldo)

inicial)

1 0,000 0,000 10,000 9,752 0,248
2 0,000 [100,000| 9,600 9,990 -0,390
3 180,000 100,000 12,140 11,645 0,495
4 180,000, 0,000 11,260 11,407 -0,147
5 0,000 | 20,000 9,950 9,799 0,151
6 0,000 | 40,000 9,920 9,847 0,073
7 0,000 | 60,000 9,820 9,895 -0,075
8 0,000 | 80,000 9,730 9,942 -0,212
9 180,000| 20,000 | 11,260 11,454 -0,194
10 180,000| 40,000 | 11,400 11,502 -0,102
11 180,000| 60,000 11,630 11,550 0,080
12 180,000| 80,000 | 11,880 11,597 0,283
13 20,000 | 100,000 9,620 10,174 -0,554
14 40,000 |100,000| 9,850 10,358 -0,508
15 60,000 |100,000| 10,420 10,542 -0,122
16 80,000 |100,000| 10,850 10,726 0,124
17 100,000| 100,000 11,150 10,909 0,241
18 120,000|100,000| 11,550 11,093 0,457
19 140,000|100,000| 11,850 11,277 0,573
20 160,000|100,000| 12,020 11,461 0,559
21 20,000 | 80,000 | 10,000 10,126 -0,126
22 40,000 | 80,000 | 10,000 10,310 -0,310
23 60,000 | 80,000 | 10,550 10,494 0,056
24 80,000 | 80,000 | 10,660 10,678 -0,018
25 100,000 | 80,000 10,000 10,862 -0,862
26 120,000| 80,000 | 10,000 11,046 -1,046
27 140,000| 80,000 | 10,000 11,230 -1,230
28 160,000| 80,000 | 10,000 11,414 -1,414
29 20,000 | 60,000 | 10,000 10,078 -0,078
30 40,000 | 60,000 10,480 10,262 0,218
31 60,000 | 60,000 | 11,020 10,446 0,574
32 80,000 | 60,000 11,230 10,630 0,600
33 100,000| 60,000 | 12,520 10,814 1,706
34 120,000| 60,000 | 12,410 10,998 1,412

Yi (cotas _ . =Y. —-T.

Vértices| X Y del | Tiicowas di=Yi—T

terreno ) (corregido)




inicial)

35 140,000 | 60,000 | 11,980 11,182 0,798
36 160,000| 60,000 | 11,050 11,366 -0,316
37 20,000 | 40,000 9,740 10,031 -0,291
38 40,000 | 40,000 | 10,410 10,215 0,195
39 60,000 | 40,000 | 10,820 10,399 0,421
40 80,000 | 40,000 | 11,010 10,583 0,427
41 100,000 40,000 | 11,210 10,766 0,444
42 120,000 40,000 | 11,520 10,950 0,570
43 140,000 40,000 | 11,270 11,134 0,136
44 160,000 | 40,000 | 11,000 11,318 -0,318
45 20,000 | 20,000 | 10,000 9,983 0,017
46 40,000 | 20,000 9,850 10,167 -0,317
47 60,000 | 20,000 | 10,230 10,351 -0,121
48 80,000 | 20,000 | 10,410 10,535 -0,125
49 100,000 20,000 | 10,680 10,719 -0,039
50 120,000 | 20,000 9,950 10,903 -0,953
51 140,000 | 20,000 9,880 11,087 -1,207
52 160,000| 20,000 | 11,330 11,271 0,059
53 20,000 | 0,000 10,150 9,935 0,215
54 40,000 | 0,000 10,060 10,119 -0,059
55 60,000 | 0,000 10,020 10,303 -0,283
56 80,000 | 0,000 10,630 10,487 0,143
57 100,000, 0,000 10,850 10,671 0,179
58 120,000, 0,000 11,000 10,855 0,145
59 140,000, 0,000 11,020 11,039 -0,019
60 160,000, 0,000 11,060 11,223 -0,163

TOTAL 641,900 641,900 0,000

, que nos ofrece, como siempre, una compensacion exacta y sencilla
entre los volumenes de excavacion o desmonte y los de relleno o
terraplén. En cualquier caso, para tener una medida objetiva del grado de
explanacién, en base a lo explicitado en el capitulo 5 anterior,
igualaremos a +10,00 m. la cota relativa media o centro de gravedad
(centroide”") de la parcela en estudio, cuyo valor resulta de dividir la
suma de las cotas iniciales del terreno natural por el numero de vértices
(641,9/60 = 10°698 m.), con lo que se tendra la siguiente tabla:

! Siempre que la densidad de un cuerpo tenga el mismo valor o isotropia en todos los puntos, la misma
figurara como factor constante de los numeradores y denominadores de las ecuaciones que determinan su
centro de gravedad o de masas, y por tanto desparecerd de las mismas. Las expresiones aludidas definen
entonces una propiedad del cuerpo puramente geométrica, sin referencia alguna a sus propiedades fisicas;
de este modo, cuando el célculo se refiera inicamente a una figura geométrica se utilizara el término
centroide. Si una figura geométrica posee un centro de simetria, este punto es el centroide de la figura.
Cuando se hable de un cuerpo fisico real, hablaremos de centro de masa. Si la densidad es la misma en
todos los puntos, las posiciones del centroide y el centro de masa coinciden, mientras que si la densidad
varia de unos puntos a otros, aquellos no coincidiran, en general. Los calculos relacionados con los
centroides caen dentro de tres categorias claramente definidas segiin que la forma del cuerpo en cuestion
pueda ser representada por una linea, una superficie o un volumen. Obviamente, en el caso que aqui nos
ocupa, nos referiremos solamente a superficies del terreno a explanar.



Cotas Cotas
o relativas | relativas di 2 2
vertices | jniciales | definitivas | (Y;-T) | & difmi
(Yi) (Ti)
1 9,302 9,054 0,248 | 0,062 | 0,007
2 8,902 9,292 -0,390 | 0,152 | 0,016
3 11,442 10,947 0,495 | 0,245 | 0,022
4 10,562 10,709 -0,147 | 0,022 | 0,002
) 9,252 9,101 0,151 | 0,023 | 0,002
6 9,222 9,149 0,073 | 0,005 | 0,001
7 9,122 9,197 -0,075 | 0,006 | 0,001
8 9,032 9,244 -0,212 | 0,045 | 0,005
9 10,562 10,756 -0,194 | 0,038 | 0,004
10 10,702 10,804 -0,1702 | 0,010 | 0,001
11 10,932 10,852 0,080 | 0,006 | 0,001
12 11,182 10,899 0,283 | 0,080 | 0,007
13 8,922 9,476 -0,554 | 0,307 | 0,032
14 9,152 9,660 -0,508 | 0,258 | 0,027
15 9,722 9,844 -0,122 | 0,015 | 0,002
16 10,152 10,028 0,124 | 0,015 | 0,002
17 10,452 10,211 0,241 | 0,058 | 0,006
18 10,852 10,395 0,457 | 0,209 | 0,020
19 11,152 10,579 0,573 | 0,328 | 0,031
20 11,322 10,763 0,559 | 0,312 | 0,029
21 9,302 9,428 -0,126 | 0,016 | 0,002
22 9,302 9,612 -0,310 | 0,096 | 0,010
23 9,852 9,796 0,056 | 0,003 | 0,000
24 9,962 9,980 -0,018 | 0,000 | 0,000
25 9,302 10,164 -0,862 | 0,743 | 0,073
26 9,302 10,348 -1,046 | 1,093 | 0,106
27 9,302 10,532 -1,230 | 1,512 | 0,144
28 9,302 10,716 -1,414 | 1,998 | 0,186
29 9,302 9,380 -0,078 | 0,006 | 0,001
30 9,782 9,564 0,218 | 0,047 | 0,005
31 10,322 9,748 0,574 | 0,329 | 0,034
32 10,532 9,932 0,600 | 0,360 | 0,036
33 11,822 10,116 1,706 | 2,910 | 0,288
34 11,712 10,300 1,412 | 1,994 | 0,194
35 11,282 10,484 0,798 | 0,637 | 0,061
36 10,352 10,668 -0,316 | 0,100 | 0,009
37 9,042 9,333 -0,291 | 0,085 | 0,009
38 9,712 9,517 0,195 | 0,038 | 0,004
39 10,122 9,701 0,421 | 0,178 | 0,018
40 10,312 9,885 0,427 | 0,183 | 0,018
41 10,512 10,068 0,444 | 0,197 | 0,020
Cotas Cotas d
Vértices | relativas | relativas | |\, -IT-) di? dIT;
iniciales | definitivas| '"' '




(Yi) (Ti)
42 10,822 10,252 0,570 0,324 0,032
43 10,572 10,436 0,136 0,018 0,002
44 10,302 10,620 -0,318 | 0,101 0,010

45 9,302 9,285 0,017 | 0,000 | 0,000
46 9,152 9,469 -0,317 | 0,101 | 0,011
47 9,632 9,653 -0,121 | 0,015 | 0,002
48 9,712 9,837 -0,125 | 0,016 | 0,002
49 9,982 10,021 -0,039 | 0,002 | 0,000
50 9,252 10,205 -0,953 | 0,908 | 0,089
51 9,182 10,389 -1,207 | 1,456 | 0,140
52 10,632 10,573 0,059 | 0,004 | 0,000
53 9,452 9,237 0,215 | 0,046 | 0,005
54 9,362 9,421 -0,059 | 0,004 | 0,000
55 9,322 9,605 -0,283 | 0,080 | 0,008
56 9,932 9,789 0,143 | 0,020 | 0,002

57 10,152 9,973 0,179 | 0,032 | 0,003
58 10,302 10,157 0,145 | 0,021 0,002
59 10,322 10,341 -0,019 | 0,000 | 0,000
60 10,362 10,525 -0,163 | 0,027 | 0,003
z 600,000 | 600,000 | +0,000 | 17,893 | x*=1'743

Obsérvese que -en la tabla anterior- hemos definido, como siempre, la discrepancia d; =
Y; — T; como la diferencia existente entre las cotas del terreno natural o iniciales y las
definitivas que se deducen de la aplicacion de nuestro modelo de explanacion. Ello es
asi con el objetivo de adecuarnos a la terminologia utilizada para el calculo de chi-
cuadrado que realizaremos a continuacion.

El error estandar o tipico de la estima de esta regresion multiple (triple) vendra dado por
la expresion (véase el capitulo 5) con m = 2 variables explicativas correspondientes a la
abscisa y la ordenada de cada punto:

N

(Y, -T)?
S, =1+ = 17893 _ g56m.
y N—-m-1 60-2-1

Para N — 1 = 60 — 1 = 59 grados de libertad, se tiene un Xzo’s = 34’780, buscando en la
tabla de percentiles de la distribucion teorica de probabilidad chi-cuadrado que figura en
el anexo 3. Al ser: x’=1°743 << 34’780 puede considerarse muy bajo el volumen de
explanacion a realizar en la parcela que nos ocupa en base al estadigrafo utilizado, no
procediendo, en este caso, efectuar el recalculo para xzo,s pero con 57 grados de libertad.
Por otra parte, el “grado de explanacion” determinado, como ya se ha visto, por el
“coeficiente de contingencia” C derivado de la distribucion de probabilidad chi-
cuadrado (?), vendra dado por la expresion:

2 '
co A= | 1T g7 2179,
v +N 1743 + 60




siendo N = 60 el nimero de estacas o vértices de nivelacidon considerado.

Comparando ahora los valores obtenidos de y*>y C para esta parcela y la
del ejemplo anterior, se observa que en este segundo caso la
explanacion a efectuar resulta evidentemente mucho mas ligera o
favorable.

Los perfiles longitudinales correspondientes al presente ejemplo pueden
verse en el anexo n°: 5 “Complementos” de este mismo libro.

Una vez realizado este primer ejemplo con nuestra propuesta de céalculo, pasamos a
comprobar su fiabilidad. Para ello, realizaremos la misma explanacion con el programa
SDR Varin, que ha demostrado su utilidad en multiples ocasiones. Introducimos los
puntos en la base de datos y posteriormente, en el menu de curvas de nivel, realizamos
el curvado de la parcela. A este primer curvado o modelo digital del terreno (MDT) le
llamamos “terreno natural”, y es la primera de las superficies del trabajo.

En el menu de base de datos, introducimos los puntos que nuestro
ejemplo nos ha suministrado, para definirle la explanacién a la que ha
llegado nuestra regresion tridimensional, con el objeto de que ambos
calculen con los mismos puntos las superficies. Con estos puntos, en el
menu de curvas, creamos una segunda superficie o un segundo MDT
dentro del mismo menu, al que llamamos “primera explanacién”, y que
comparamos con el anterior. Al realizar esta operacion, que sera comun
en cada ejercicio de comprobacion, se crea otra superficie que
denominaremos “Cubicacién”, que sera la que nos servira para obtener
los datos de los volumenes, dentro del menu del mismo nombre. Aqui
permite el programa cubicar de diferentes formas, pero en este caso nos
interesa hallar el volumen hueco de la superficie denominada
“Volumenes”, dando los resultados de volumen en corte (desmonte) y en
relleno (terraplén). Si bien el programa expresado SDR Varin nos ofrece
la posibilidad de realizar todas las operaciones en el mismo trabajo, el
programa Cartomap lo realiza en dos fases o etapas. Es decir, que para
comparar las superficies y conseguir los volumenes, hay que crear un
primer trabajo con el curvado y posterior MDT original del terreno natural,
y posteriormente crear otro trabajo con los datos del segundo curvado o
superficie. Para finalizar, se inserta el archivo y el programa compara
ambas superficies y ofrece, mediante un listado, al igual que el SDR
Varin, los volumenes correspondientes. Debemos indicar que ambos
programas son totalmente fiables, salvo que nos ofrecen minimas
diferencias en los datos.

5. APLICACION A UN CASO REAL (3)



El segundo trabajo sobre el que realizaremos nuestro calculo es el de
una parcela de 4.350 m? de superficie, localizada en el término municipal
de Tortosa (Tarragona), entre la carretera o autovia de I'Aldea y el Cami
del Mig, que es un camino rural de uso publico. No se trata de una zona
con grandes variaciones del terreno natural, puesto que se halla
emplazada en las cercanias del curso fluvial del rio Ebro, en lo que
pronto sera su plana deltaica, y son terrenos de relleno fluvial, con una
progresion del relieve minima hacia las terrazas superiores del
Cuaternario.

El levantamiento topografico fue realizado por completo con el GPS y con
el sistema de coordenadas UTM del Institut Cartografic de Catalunya
(CATNET). La toma de datos en tiempo real, se realizé levantando los
lindes y puntos de relleno de la parcela de forma aleatoria, aunque
reflejando todas las variaciones del terreno y los puntos caracteristicos
del mismo.

Ya situados en el gabinete, una vez introducidos los puntos del
levantamiento del colector al ordenador, procesamos y calculamos los
datos de campo con el programa SDR Varin. Este programa es, para los
autores, uno de los mejores softwares del mercado, si bien con la
imposibilidad de efectuar actualizaciones e incompatibilidad dentro del
sistema operativo windows, aunque nos permite, entre otras muchas
ventajas, crear unas librerias de codigos muy precisas y personalizadas,
con todas las opciones de interpretacion de los puntos para su
almacenaje y tratamiento en su base de datos, de dibujo y los calculos
necesarios para la posterior formacion del MDT. Debemos, en este
momento, realizar una observacion sobre nuestro planteamiento, puesto
que podriamos continuar el calculo de la explanacion y posterior
cubicacion de la plataforma procesando los datos con el sistema de
coordenadas UTM, con el que tomamos los puntos del taquimétrico en
campo y sobre el total de superficie de la parcela. Pero pensamos que
resulta interesante exponer y mostrar el origen de nuestra idea inicial
para concebir nuestro modelo de calculo de volumenes y nivelacion por
regresion lineal tridimensional.

En esta ocasion, procedemos a cambiar, en primer lugar, la orientacion de nuestros
puntos y, en segundo lugar, el origen de las coordenadas para trabajar con valores X=0
m., Y=0 m. en el origen, aunque, eso si, manteniendo la elevacion o cota taquimétrica,
que en este caso lo es con valores absolutos.

Puesto que el programa SDR Varin nos permite, en su menu de base de
datos, cambiar a otro sistema de coordenadas72, bien sean relativas o

> Al contrario que las coordenadas geograficas (longitud y latitud) que se caracterizan por no estar
proyectadas, se definen diferentes proyecciones cartograficas. El sistema mas utilizado, el Sistema de
Coordenadas Universal Transversal de Mercator (Universal Transverse Mercator, UTM), al que nos
hemos referido en otros epigrafes de este mismo libro, estd basado en la proyeccion cartografica



geograficas u otras UTM, realizamos la operacién correspondiente,
siempre guardando una copia del trabajo original con otro nombre de
archivo.

A partir de este punto, entramos en el menu de curvas de nivel,
seleccionamos posteriormente todos los puntos y curvamos el trabajo,
para obtener asi nuestro MDT. En el curvado, evidentemente
delimitamos todo el contorno de la zona tomada en el taquimétrico,
aunque no la vayamos a utilizar para este ejemplo. Para poder seguir
viendo el proceso de forma paulatina y clara, ahora procedemos a
delimitar una zona rectangular lo mas aproximada posible a toda la
superficie de la parcela (que ya tiene, en este caso particular, esta forma
parecida), o sea, que se puede decir que se trata del total de la zona a
explanar.

El programa antedicho nos permitira, entre otras opciones, delimitar y
procesar mallas de puntos con diferentes anchos. En el caso que nos
ocupa, procedemos a calcular una malla de puntos en base a una
cuadricula de dimensiones 10x10 metros (formada entre los puntos 67 y
102 existentes en la base de datos del trabajo, puesto que nos interesa
mantener la numeracion original, tal y como reproducimos en la fig. n°
18) puesto que pensamos que es suficiente para conseguir
satisfactoriamente nuestro objetivo.

Los datos definitivos de esta malla, y que el programa SDR Varin nos
facilita desde una de las opciones del MDT, son los puntos que
volcaremos en la hoja de calculo donde procesaremos y realizaremos
este segundo ejemplo de nuestra regresion lineal tridimensional.

La configuraciéon correspondiente en planta de la parcela que ahora nos
ocupa, con el detalle dibujado de las curvas de nivel a una equidistancia
de 020 m., el mallado y los perfiles longitudinales y transversales
estudiados, puede verse a continuacion:

transversal de Mercator, tangente a un meridiano. Las magnitudes en el sistema UTM referidas a las
cotas, se expresan en metros al nivel del mar, que es la base de la proyeccion del elipsoide de referencia.
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Fig. 18. Planta curvada de la parcela (ll).



Los puntos utilizados para este ejemplo, con sus coordenadas relativas
correspondientes, pueden verse en la tabla siguiente:

Vértices Xi=X X2=Y Yi=Z
67 9,801 13,803 6,461
68 19,801 13,803 5,571
69 29,801 13,803 5,082
70 39,801 13,803 5,600
71 49,801 13,803 5,639
72 59,801 13,803 6,130
73 69,801 13,803 5,946
74 79,801 13,803 6,295
75 89,801 13,803 6,286
76 9,801 23,803 6,308
77 19,801 23,803 4,974
78 29,801 23,803 4,251
79 39,801 23,803 4,737
80 49,801 23,803 5,619
81 59,801 23,803 5,712
82 69,801 23,803 5,858
83 79,801 23,803 6,371
84 89,801 23,803 6,380
85 9,801 33,803 6,340
86 19,801 33,803 5,650
87 29,801 33,803 5,026
88 39,801 33,803 5,159
89 49,801 33,803 5,477
90 59,801 33,803 5,784
91 69,801 33,803 6,225
91 79,801 33,803 6,379
93 89,801 33,803 6,387
94 9,801 43,803 6,421
95 19,801 43,803 6,095
96 29,801 43,803 5,698
97 39,801 43,803 6,166
98 49,801 43,803 6,416
99 59,801 43,803 6,447
100 69,801 43,803 6,454
101 79,801 43,803 6,404
102 89,801 43,803 6,425

Con estos datos creamos nuestro propio calculo de regresion
tridimensional de la parcela, utilizando la hoja de calculo Excel con
Solver, como venimos realizando en los otros ejemplos obrantes en el
presente libro. Como consecuencia de él, se obtienen los siguientes



coeficientes en la ecuacién del plano definitivo del bancal (ajustando esta
vez hasta cinco decimales para el logro de una mayor precision
operacional):

A =5'05912
B = 0’00855
C=001418

De esta suerte, la expresion general del plano resultante, como en otras
ocasiones, sera:

0’00855-X + 0’01418 Y —Z + 5’05912 =0
con lo que para hallar las cotas taquimétricas definitivas de los 36

vértices que estamos buscando despejaremos sus valores en la
formulacion:

Z =5'05912 + 0'00855-X + 0'01418-Y

A resultas de lo anterior, obtendremos dichas cotas definitivas en la siguiente tabla:

Tabla 16. Cotas definitivas y correcciones (VI).

Yi
(cotas Ti . =Y.—T.
Vértices X Y del (cotas d' Y' . T'
terreno | definitivas) | (Corregido)
inicial)
67 9,801 /13,803 | 6,461 5,339 1,122
68 19,801[13,803| 5,571 5,424 0,147
69 29,801/13,803| 5,082 5,510 -0,428
70 39,80113,803| 5,600 5,595 0,005
71 49,801]13,803| 5,639 5,681 -0,042
72 59,80113,803| 6,130 5,766 0,364
73 69,801|13,803| 5,946 5,852 0,094
74 79,80113,803| 6,295 5,938 0,357
75 89,801 13,803 | 6,286 6,023 0,263
76 9,801 |23,803| 6,308 5,481 0,827
77 19,801[23,803| 4,974 5,566 -0,592
78 29,801 (23,803 | 4,251 5,652 -1,401
79 39,80123,803| 4,737 5,737 -1,000
80 49,801 23,803 | 5,619 5,823 -0,204
81 59,801|23,803| 5,712 5,908 -0,196
82 69,801 23,803 | 5,858 5,994 -0,136
83 79,801 23,803 | 6,371 6,079 0,292
84 89,80123,803| 6,380 6,165 0,215
85 9,801 |33,803| 6,340 5,622 0,718




Yi

(cotas Ti =Y. —T.

Vértices| X Y del (cotas d' Y' . T'

terreno | definitivas) (corregldo)

inicial)

86 19,801 33,803 | 5,650 5,708 -0,058
87 29,801|33,803| 5,026 5,794 -0,768
88 39,801]33,803| 5,159 5,879 -0,720
89 49,801|33,803| 5,477 5,965 -0,488
90 59,801|33,803| 5,784 6,050 -0,266
91 69,801 33,803 | 6,225 6,136 0,089
92 79,801133,803| 6,379 6,221 0,158
93 89,801 |33,803| 6,387 6,307 0,080
94 9,801 [43,803| 6,421 5,764 0,657
95 19,801143,803| 6,095 5,850 0,245
96 29,801|43,803| 5,698 5,935 -0,237
97 39,801143,803| 6,166 6,021 0,145
98 49,801/43,803| 6,416 6,106 0,310
99 59,801 143,803| 6,447 6,192 0,255
100 |69,801]43,803| 6,454 6,278 0,176
101 |79,801]43,803| 6,404 6,363 0,041
102 |89,801]43,803| 6,425 6,449 -0,024
TOTAL 212173| 212,173 + 0,000

, que nos ofrece, como siempre, una compensacion exacta y sencilla
entre los volumenes obtenidos de excavacion o desmonte y los de
relleno o terraplén. Los perfiles o “guitarras’”® correspondientes al
presente ejemplo pueden verse en el anexo n°% 5 (“Complementos”) de
este mismo libro. Como siempre, para tener una medida objetiva del
grado de explanacion, en base a lo explicitado en el capitulo 5 anterior,
igualaremos a +10,00 m. la cota relativa media o centro de gravedad de
la parcela en estudio, cuyo valor resulta de dividir la suma de las cotas

7 Con las nuevas herramientas de maquetacion de planos se pueden componer y generar

automaticamente planos de planta, de perfil, o de planta y perfil. Existen potentes herramientas de dibujo
y anotacion basadas en estilos que generan con rapidez y precision todos los conjuntos de planos
necesarios para completar el proyecto puntualmente. Las herramientas de maquetacion de planos
mantienen los documentos de construccion constantemente sincronizados con los ultimos cambios de
disefio. Los comandos topograficos estan perfectamente integrados en el juego de herramientas y en la
interfaz de usuario. Los usuarios disfrutan de un entorno coherente para todas las tarcas: desde la
importacion de libros de campo, el ajuste de minimos cuadrados y la edicion de observaciones
topograficas hasta la administracion de grupos de puntos, la creacion de superficies y la composicion de
parcelas y alineaciones. Se suelen agregar soportes de proyecto multiusuario a los elementos basicos del
modelo para que el equipo de proyecto trabaje con mas eficacia y menos riesgo de errores de
coordinacion a medida que se producen modificaciones en el ciclo del mismo. El soporte de proyecto
aprovecha las funciones bésicas de administracién de datos para facilitar que todo el equipo acceda a los
datos que necesita para realizar su trabajo. Estas modernas herramientas informaticas proporcionan un
sistema de estilos unico que permite a las organizaciones definir normas de CAD y de disefio muy faciles
de usar en toda la organizacion. En un estilo pueden definirse normas para el color, tipo de linea,
incremento de curvas de nivel, etiquetado de secciones o guitarras de perfil, y después aplicar el estilo a
todo el proceso de disefio y dibujo de produccion.



iniciales del terreno natural por el numero de vértices (212,173/36 =
5’894 m.), con lo que se tendra la siguiente tabla:

Cotas Cotas
o relativas | relativas d; 2 2
vertices | iciales | definitivas | (v;-T) | 4 | 9T
(Yi) (T3)
67 10,567 9,445 1,122 |1,259| 0,133
68 9,677 9,530 0,147 |0,022| 0,002
69 9,188 9,616 -0,428 [0,183| 0,019
70 9,706 9,701 0,005 |0,000| 0,000
71 9,745 9,787 -0,042 |0,002| 0,000

72 10,236 9,872 0,364 |0,132] 0,013
73 10,052 9,958 0,094 |0,009| 0,001
74 10,401 10,044 0,357 |0,128| 0,013
75 10,392 10,129 0,263 |0,069| 0,007
76 10,414 9,587 0,827 |0,685| 0,071

77 9,080 9,672 -0,592 10,351| 0,036
78 8,357 9,758 -1,401 |1,962| 0,201
79 8,843 9,843 -1,000 [1,000| 0,102
80 9,725 9,929 -0,204 |0,042| 0,004
81 9,818 10,014 -0,196 |0,039| 0,004
82 9,964 10,100 -0,136 0,018 | 0,002

83 10,477 10,185 0,292 |0,085| 0,008
84 10,486 10,271 0,215 |0,046| 0,005
85 10,446 9,728 0,718 |0,515]| 0,053

86 9,756 9,814 -0,058 |0,003| 0,000
87 9,132 9,900 -0,768 10,589 | 0,060
88 9,265 9,985 -0,720 0,518 | 0,052
89 9,583 10,071 -0,488 |0,238| 0,024
90 9,890 10,156 -0,266 |0,071| 0,007
91 10,331 10,242 0,089 |0,008| 0,001
91 10,485 10,327 0,158 |0,025| 0,002

93 10,493 10,413 0,080 |0,006| 0,001
94 10,527 9,870 0,657 [0,431| 0,044
95 10,201 9,956 0,245 |0,060| 0,006
96 9,804 10,041 -0,237 |0,056| 0,006
97 10,272 10,127 0,145 |0,021| 0,002
98 10,522 10,212 0,310 |0,096| 0,009
99 10,553 10,298 0,255 |0,065| 0,006
100 10,560 10,384 0,176 |0,031| 0,003
101 10,510 10,469 0,041 |0,002| 0,000
102 10,531 10,555 -0,024 |0,001| 0,000
z 360,000 | 360,000 0,000 |8,768|%*=0,897

Obsérvese que en la tabla anterior hemos definido el d; = Y; — Ti como diferencia entre
las cotas del terreno natural o iniciales y las definitivas que se deducen de la aplicacion
de nuestro modelo de explanacion. Ello es asi con el objetivo de adecuarnos a la
terminologia utilizada para el célculo de chi-cuadrado que realizaremos a continuacion.



El error estandar o tipico de la estima de esta regresion multiple (triple) vendra dado por
la expresion (véase el capitulo 5) con m = 2 variables explicativas correspondientes a la

abscisa y la ordenada de cada punto:
_ / 8,768 _052m
36-2-1

Para N — 1 =36 — 1 = 35 grados de libertad, se tiene un y%s = 17°246, buscando en la
tabla de percentiles de la distribucion tedrica de probabilidad chi-cuadrado que figura en
el anexo 3. Al ser: ¥’=0"897 << 17°246 puede considerarse muy bajo el volumen de
explanacion a realizar en la parcela que nos ocupa en base al estadigrafo utilizado. Por
otra parte, el “grado de explanacion” determinado, como ya se ha visto, por el
“coeficiente de contingencia” C derivado de la distribucion de probabilidad chi-
cuadrado (y?), vendra dado por la expresion:

2 '
T S LT ST 7Y
2 +N 0897+ 36

siendo N = 36 el nimero de estacas o vértices de nivelacion considerado. Comparando
los valores obtenidos de %* y C para esta parcela y la de los ejemplos anteriores, se
observa que en este tercer caso la explanacion a efectuar resulta todavia mas ligera o
favorable.

Z(Yi ~-T)?
N-m-—1

6. COMPARATIVA CON EL PROCEDIMIENTO TRADICIONAL
6.1. Resolucion con metodologia clasica

En este punto vamos a realizar un ejemplo resuelto con la metodologia
tradicional, es decir, sobre un levantamiento de una parcela iremos
tanteando iterativamente diversas soluciones hasta conseguir obtener
una compensacion aceptable de las tierras. El sistema a seguir sera el
mismo ya descrito de comparacion de dos superficies: la original del
terreno natural con otra que iremos probando hasta conseguir el
resultado apetecido. Debemos incidir en que, para lograr una mayor
rapidez y no extendernos en demasia, se solventara el problema
planteado mediante una superficie final completamente a nivel, es decir
sin pendientes, puesto que, de lo contrario, la solucion pretendida aun
nos conllevaria una mayor cantidad de calculos y, evidentemente, de
tiempo y esfuerzo empleados.

Ahora, la parcela en cuestion se halla situada en la poblaciéon de
Gandesa, comarca de la Terra Alta (Tarragona), en lo que sera la
adecuacion de una plataforma junto al depdsito de agua potable, a fin de
favorecer el acceso al mismo. Una vez tomados los datos taquimétricos
con una estacion total se procesaron los datos de campo con un



programa Varin, obteniendo un plano curvado en planta a escala original
1:100. A partir de aqui, se definié una zona de una superficie de 960,318
metros cuadrados, comprendida entre los puntos del trabajo 2012 al
2035, como se puede apreciar en la figura correspondiente, emplazada
entre el camino de acceso y el depdsito de agua, para facilitar el acceso
de la maquinaria y el personal que debe trabajar en este lugar.

Los 48 puntos o vértices utilizados del terreno natural que desarrolla este
ejemplo, con sus coordenadas relativas X e Y y absoluta Z (sobre el nivel
medio del mar) correspondientes, pueden verse relacionados en la tabla
siguiente:

Vértices | X;=X | X;=Y Yi=2
(m.s.n.m.)
1 1.000,000 | 1.000,000 | 435,510
2 | 1.000,000 | 1.013,998 | 436,480
3 | 1.000,212 | 1.019,529 | 436,482
4 | 1.001,884 | 1.022,552 | 435912
5 | 1.000,781 | 1.026,169 | 435,728
6 994,129 | 1.028,812 | 435,808
7 986,481 | 1.030,025 | 435929
8 980,910 | 1.028,526 | 435,818
9 972,144 | 1.025822 | 435825
10 | 970432 | 1.018,685 | 437,059
11 074,828 | 1.016,007 | 437,265
12| 979,738 | 1.015095 | 436,492
13| 989,090 | 1.017,632 | 436,086
14| 994,217 | 1.008,379 | 436,168
15 | 984,280 | 1.010,104 | 436,427
16 | 981,645 | 1.009.411 | 437,056
17 | 991,625 | 1.005456 | 436,190
18 | 989,050 | 1.004,248 | 436,594
19 | 990,461 | 998,890 | 436,007
20 | 987,970 | 998,660 | 436,983
21 989,635 | 993,180 | 436,195
22| 976,371 | 986,031 | 438,359
23| 974,629 | 997,269 | 439,176
24 | 982,384 | 998,490 | 437,594
25 | 1.004,758 | 1.008,087 | 435,973
26 | 1.005939 | 1.001,486 | 435513
Vértices | X;=X | X;=Y Yi=Z
(m.s.n.m.)
27 | 1.002,345 | 998,113 | 434,746
28 | 1.009,175 | 1.000,201 | 434,114
29 | 1.018,666 | 1.002,007 | 433,283




30 1.032,748 | 1.000,149 432,396
31 1.030,730 | 1.007,182 431,770
32 1.022,892 | 1.003,517 433,269
33 1.000,012 | 1.019,529 436,280
34 999,800 1.013,998 436,110
35 978,134 983,604 438,430
36 991,398 990,753 438,210
37 1.003,272 995,260 434,810
38 1.009,644 997,328 434,130
39 1.018,666 999,007 433,310
40 1.029,221 995,295 432,390
41 1.026,989 997,125 432,510
42 969,444 1.004,609 438,720
43 966,607 1.012,175 437,610
44 1.008,637 | 1.016,376 436,110
45 1.008,637 | 1.025,526 436,110
46 1.017,787 | 1.016,376 436,110
47 1.008,636 | 1.016,375 436,110
48 1.008,596 | 1.016,384 436,110

A partir de aqui, con el fin de ir buscando la solucién mas conveniente
(en definitiva, la que supusiera un menor movimiento de tierras) se
realizan los tanteos’ o pruebas que pueden verse en el apartado
correspondiente del anexo 5 (“Complementos”).

Este calculo corresponde a la comparaciéon efectuada entre dos terrenos
con el mismo origen en distintas fases de modificacion de la superficie;
dichos planos inducen la diferencia existente entre un terreno origen o
natural y el terreno modificado o tedrico por una excavacion o relleno. El
procedimiento de calculo volumétrico se realiza mediante la diferencia de
modelos digitales del terreno procedentes de los planos topograficos en
las distintas fases, dando como resultado el desmonte (tierra extraida), el
terraplén (tierra aportada) y la diferencia resultante entre ambas.
Dicho calculo de movimiento de tierras servira para determinar el

™ El método referido de tanteo (también denominado de ensayo y error) es un método empleado para la
obtencion de conocimiento, tanto proposicional como procedural. En el ensayo y error, se prueba una
opcion y se observa si funciona. Si funciona, entonces se tiene una solucion. Si no —esto es un error— se
intenta otra opcion. En algunas versiones del ensayo y error, la opcion que se ve a priori como la mas
probable es la que suele ponerse a prueba primero, seguido de la siguiente mas probable, y asi
sucesivamente, hasta que se encuentra una solucion o bien hasta que se agotan todas las opciones
posibles. En otras versiones, las opciones se eligen al azar o aleatoriamente. Algunas caracteristicas de
este método son las siguientes: a) Esta orientado a la solucion: el ensayo y error no trata de descubrir por
qué funciona una solucion, sino que solo sefiala cudl es la solucion. b) Se trata de resolver un problema
especifico: el ensayo y error no trata de generalizar una solucion para otros problemas. ¢) No pretende
hallar el éptimo: el ensayo y error trata de encontrar s6lo una solucion, no todas las soluciones, ni
siquiera tampoco la mejor solucion. d) Solo exige la necesidad de un minimo conocimiento: el método
de ensayo y error puede proceder donde hay poco o ningiin conocimiento del sujeto.



volumen extraido o aportado de material en el terreno para llevar a cabo
la explanacion del mismo.

El resumen de los seis tanteos o pruebas efectuados puede verse en la
tabla siguiente, con sus volumenes correspondientes de desmonte y de
terraplén:

VOLUMEN | VOLUMEN
COTA DE DE DE DIFERENCIA
PRUEBAS | EXPLANACION | PUNTOS | b= | D5 . phec
(m.s.n.m.) 3 3
(m’) (m’)
1 436,00 4000-4023 | 645,293 45,502 +599.791
2 436,50 2012-2035 | 365,738 277,003 +88.735
3 436,75 5000-5023 | 289,709 470,067 -180,358
4 436,60 60006023 | 343,147 367,475 -24,328
5 436,56 7000-7023 | 358,012 340,733 +17,279
6 (def.) 436,58 8000-8023 | 350,548 354,073 -3,525

Obsérvese que desde el punto n.°1 hasta el n.° 48 se trata de los vértices
que corresponden al taquimétrico del terreno natural propiamente dicho.
La tercera columna de la tabla anterior corresponde a los puntos de las
superficies de explanacion para cada uno de los tanteos anteriormente
efectuados.

Las coordenadas X e Y de cada grupo de puntos son las mismas para
cada tanteo, siendo la cota de explanacion variable con el objetivo de
conseguir una mayor compensacion en el movimiento de tierras que se
pretende. A partir de aqui, se han ido duplicando o copiando para cada
tanteo, con la salvedad de cambiar la cota de explanacion para los
diferentes curvados y comparaciones de superficies. No hemos querido
borrar las diferentes soluciones intermedias obtenidas en el proceso de
calculo para poder ir poniendo de manifiesto, con mayor claridad, el
desarrollo completo del ejemplo. Los calculos y cubicaciones mantienen
en cada caso la misma metodologia y nomenclatura, con la salvedad de
indicar la cota final de la explanacion. Los tanteos efectuados han sido
finalmente seis y, como se podra comprobar, la solucién no es totalmente
exacta, aunque si lo suficientemente valida para lo que pretendemos
demostrar, como facilmente se comprendera.

La planta correspondiente de esta parcela, con las curvas de nivel a una
equidistancia de 0’50 m., es la siguiente:
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Fig. 19. Mallado de 5°00 x 5’00 m.

Alternativamente, con el fin de abreviar el anterior proceso iterativo de
calculo, una vez establecida la planta curvada de la parcela en estudio
proyectamos sobre la misma un mallado cuadrado de 5’00 x 5’00 m. que
nos ofrece 38 puntos con sus correspondientes cotas taquimétricas. La
media aritmética de ellas quedara establecida asi:



COORDENADAS

N° DEL PUNTO| X Y |zm.s.n.m)| MEDIA
8024 981,607 | 993,604 | 437,722
8025 986,607 | 993,604 | 436,856
8026 976,607 | 998,604 | 438704
8027 981,607 | 998,604 | 437,738
8028 986,607 | 998,604 | 437,132
8029 991,607 | 998,604 | 435,932
8030 996,607 | 998,604 | 435,600
8031 976,607 | 1.003,604| 438,217
8032 981,607 | 1.003,604| 437,426
8033 986,607 | 1.003,604| 436,878
8034 991,607 | 1.003,604| 436,118
8035 996,607 |1.003,604| 435,842
8036 1.001,607 | 1.003,604| 435,725
8037 971,607 |1.008,604| 438,015
8038 976,607 | 1.008,604| 437,652
8039 981,607 |1.008,604| 437,114
8040 986,607 | 1.008,604| 436,355
8041 991,607 | 1.008,604| 436,233
8042 996,607 | 1.008,604| 436,119
8043 1.001,607 | 1.008,604| 436,015
8044 971,607 |1.013,604| 437,514
8045 976,607 | 1.013,604| 437,263
8046 981,607 |1.013,604| 436,453
8047 986,607 | 1.013,604| 436,266
8048 991,607 |1.013,604| 436,121
8049 996,607 | 1.013,604| 436,117
8050 971,607 | 1.018,604| 436,959
8051 976,607 | 1.018,604| 436,400
8052 981,607 |1.018,604| 436177
8053 986,607 | 1.018,604| 436,090
8054 991,607 | 1.018,604| 436,106
8055 996,607 | 1.018,604| 436,210
8056 976,607 | 1.023,604| 436,006
8057 981,607 | 1.023,604| 435,987
8058 986,607 |1.023,604| 435,992
8059 991,607 |1.023,604| 435948
8060 996,607 |1.023,604| 436,030
8061 986,607 |1.023,604| 435944

TOTAL 16.590,976 | 436,605 |

Este valor promedio ya nos aproxima suficientemente al proceso de
calculo deseado. No obstante, para el logro de una mayor precision,
podemos proyectar ahora una malla cuadrada de 3’00 x 3'00 m. sobre la
planta curvada de la parcela en estudio que nos ofrece, en este caso,
106 puntos con sus correspondientes cotas taquimétricas. La media



aritmética de ellas quedara establecida asi (véase al respecto la tabla
correspondiente del anexo 5):

2Z/N=46.279,448 / 106 = 436,599 m.s.n.m.
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Fig. 20. Mallado de 3’00 x 3'00 m.

A resultas de todo lo anterior, obtendremos las cotas definitivas de la
parcela analizada (que resulta, como se ha dicho, en un plano
perfectamente horizontal de altitud 436’580 m.s.n.m. en base al primer
tanteo efectuado) y la correccion correspondiente en la siguiente tabla:



Tabla 17. Cotas definitivas y correcciones (VII).

Yi
cotas T; .=V . _T.
Vértices X Y (del (cotas di=Yi ] Ti
terreno | definitivas) | (COrregido)
inicial)
1 1.000,000|1.000,000(435,510| 436,580 -1,070
2 1.000,000(1.013,998 |1436,480| 436,580 -0,100
3 1.000,21211.019,529 436,482 | 436,580 -0,098
4 1.001,884 11.022,552 435,912 | 436,580 -0,668
5 1.000,781]1.026,169 435,728 | 436,580 -0,852
6 994,129 |1.028,812435,808| 436,580 -0,772
7 986,481 |1.030,025[435,929| 436,580 -0,651
8 980,910 |1.028,526 435,818 | 436,580 -0,762
9 972,144 |1.025,8221435,825| 436,580 -0,755
10 970,432 |1.018,685|437,059| 436,580 0,479
11 974,828 |1.016,007 |437,265| 436,580 0,685
12 979,738 |1.015,095|436,492| 436,580 -0,088
13 989,090 |1.017,632|436,086| 436,580 -0,494
14 994,217 |1.008,379|436,168| 436,580 -0,412
15 984,280 [1.010,104 436,427 | 436,580 -0,153
16 981,645 |1.009,411|437,056| 436,580 0,476
17 991,625 |1.005,456 436,190 436,580 -0,390
18 989,050 |1.004,248 436,594 | 436,580 0,014
19 990,461 | 998,890 436,007 | 436,580 -0,573
20 987,970 | 998,660 [436,983| 436,580 0,403
21 989,635 | 993,180 [436,195| 436,580 -0,385
22 976,371 | 986,031 [438,359| 436,580 1,779
23 974,629 | 997,269 [439,176| 436,580 2,596
24 982,384 | 998,490 437,594 | 436,580 1,014
25 1.004,758|1.008,087 |435,973| 436,580 -0,607
26 1.005,939|1.001,486 435,513| 436,580 -1,067
27 1.002,345| 998,113 [434,746| 436,580 -1,834
28 1.009,175|1.000,291 434,114 | 436,580 -2,466
29 1.018,666 | 1.002,007 |433,283| 436,580 -3,297
30 1.032,748|1.000,149 432,396 | 436,580 -4,184
31 1.030,730|1.007,182 431,770 436,580 -4,810
32 1.022,89211.003,517 |433,269| 436,580 -3,311
33 1.000,012]1.019,529436,280| 436,580 -0,300
34 999,800 |[1.013,998436,110| 436,580 -0,470
35 978,134 | 983,604 438,430 436,580 1,850
36 991,398 | 990,753 [438,210| 436,580 1,630
37 1.003,272| 995,260 [434,810| 436,580 -1,770
38 1.009,644 | 997,328 [434,130| 436,580 -2,450
39 1.018,666 | 999,007 [433,310| 436,580 -3,270




Yi (cotas
- (del Ti di=Y—T,
Vértices X Y terreno (_cqt_as id
imicral) | definitivas) (corregido)
40 1.029,221| 995,295 | 432,390 436,580 -4,190
41 1.026,989 | 997,125 | 432,510 436,580 -4,070
42 969,444 [1.004,609| 438,720 436,580 2,140
43 966,607 [1.012,175| 437,610 436,580 1,030
44 1.008,6371.016,376| 436,110 436,580 -0,470
45 1.008,637[1.025,526| 436,110 436,580 -0,470
46 1.017,7871.016,376| 436,110 436,580 -0,470
47 1.008,6361.016,375| 436,110 436,580 -0,470
48 1.008,596 [1.016,384 | 436,110 436,580 -0,470
TOTAL 20.921,267 | 20.955,840 - 34,573

, que ofrece una compensacion solo aproximada, al cabo de un costoso
proceso iterativo de ajuste efectuado mediante seis pruebas, entre los
volumenes de excavacion o desmonte y los de relleno o terraplén.

Para tener una medida del grado de explanacién, en base a lo explicitado en el capitulo
5 anterior, igualaremos ahora a +10,00 m. la cota relativa media o centro de gravedad de
la parcela en estudio, cuyo valor resulta de dividir la suma de las cotas iniciales del
terreno natural por el nimero de vértices (20.921,267/48 = 435’86 m.s.n.m.), con lo que
se tendra la siguiente tabla:

Cotas Cotas
r g relativas | relativas d; 2 2
vertices | iciales | definitivas | (v;-T) | & £l
(Yi) (T3)
1 9,650 10,720 -1,070 | 1,145 0,107
2 10,620 10,720 -0,100 | 0,010 0,001
3 10,622 10,720 -0,098 | 0,010 0,001
4 10,052 10,720 -0,668 | 0,446 0,042
5 9,868 10,720 -0,852 | 0,726 0,068
6 9,948 10,720 -0,772 | 0,596 0,056
7 10,069 10,720 -0,651 | 0,424 0,040
8 9,958 10,720 -0,762 | 0,581 0,054
9 9,965 10,720 -0,755 | 0,570 0,053
10 11,199 10,720 0,479 | 0,229 0,021
11 11,405 10,720 0,685 | 0,469 0,044
12 10,632 10,720 -0,088 | 0,008 0,001
13 10,226 10,720 -0,494 | 0,244 0,023
14 10,308 10,720 -0,412 | 0,170 0,016
15 10,567 10,720 -0,153 | 0,023 0,002
16 11,196 10,720 0,476 | 0,227 0,021
17 10,330 10,720 -0,390 | 0,152 0,014




Cotas Cotas
r g relativas | relativas d; 2 2
vertices | iciales | definitivas | (v;-T) | o £l
(Yi) (T3)
18 10,734 10,720 0,014 | 0,000 0,000
19 10,147 10,720 -0,573 | 0,328 0,031
20 11,123 10,720 0,403 | 0,162 0,015
21 10,335 10,720 -0,385 | 0,148 0,014
22 12,499 10,720 1,779 | 3,165 0,295
23 13,316 10,720 2,596 | 6,739 0,629
24 11,734 10,720 1,014 1,028 0,096
25 10,113 10,720 -0,607 | 0,368 0,034
26 9,653 10,720 -1,067 | 1,138 0,106
27 8,886 10,720 -1,834 | 3,364 0,314
28 8,254 10,720 -2,466 | 6,081 0,567
29 7,423 10,720 -3,297 | 10,870 1,014
30 6,536 10,720 -4,184 | 17,506 1,633
31 5,910 10,720 -4,810 | 23,136 2,158
32 7,409 10,720 -3,311 | 10,963 1,023
33 10,420 10,720 -0,300 | 0,090 0,008
34 10,250 10,720 -0,470 | 0,221 0,021
35 12,570 10,720 1,850 | 3,423 0,319
36 12,350 10,720 1,630 | 2,657 0,248
37 8,950 10,720 -1,770 | 3,133 0,292
38 8,270 10,720 -2,450 | 6,002 0,560
39 7,450 10,720 -3,270 | 10,693 0,997
40 6,530 10,720 -4,190 | 17,556 1,638
41 6,650 10,720 -4,070 | 16,565 1,545
42 12,860 10,720 2,140 | 4,580 0,427
43 11,750 10,720 1,030 1,061 0,099
44 10,250 10,720 -0,470 | 0,221 0,021
45 10,250 10,720 -0,470 | 0,221 0,021
46 10,250 10,720 -0,470 | 0,221 0,021
47 10,250 10,720 -0,470 | 0,221 0,021
48 10,250 10,720 -0,470 | 0,221 0,021
> 479,987 | 514,560 | -34,573 | 158,112 |%°=14,749

Obsérvese que en la tabla anterior hemos definido como siempre la di = Y; — Ti como la
diferencia existente entre las cotas del terreno natural o iniciales y las definitivas que se
deducen de la explanacion a pendiente nula aqui tanteada. Ello es asi con el objetivo de
adecuarnos a la terminologia utilizada para el calculo de chi-cuadrado que realizaremos

a continuacion.

A titulo meramente ilustrativo, veamos que el error estandar o tipico de la estima,
aunque no se trate propiamente de una regresion multiple (triple), vendra dado por la
expresion (véase el capitulo 5) con m = 2 variables explicativas correspondientes a la

abscisa y la ordenada de cada punto:




N

2V -T) [ 158,112
=1 = ’ =187 m.

N-m-1 48 -2-1
Para N — 1 =48 — 1 = 47 grados de libertad, se tiene un xzo,s = 25’805, buscando en la
tabla de percentiles” de la distribucion teérica de probabilidad chi-cuadrado que figura
en el anexo 3. Al ser: y’=14"749 < 25’805 puede considerarse razonablemente bajo el
volumen de explanacion a realizar en la parcela que nos ocupa en base al estadigrafo
utilizado, por lo que la explanacion resultante es aceptable, sin que tengamos necesidad
de recalcular el indice anterior con 45 grados de libertad.

Por otra parte, el “grado de explanacion” determinado, como ya se ha visto, por el
“coeficiente de contingencia” C derivado de la distribucion de probabilidad chi-
cuadrado (y?), vendra dado en este caso por la expresion:

2 '
co A= M4 gyg- 499
2N 14749+ 48

siendo N = 48 el nimero de estacas o vértices de nivelacidon considerado.

A resultas de todo lo anterior, veamos a continuacién la planta resultante
de la parcela en estudio con el sefalamiento de sus correspondientes
perfiles transversales (8) y longitudinal (1), cuyo expresivo detalle, por
otra parte, puede hallarse en el anexo 5 (“Complementos”) de este
mismo libro:

™ Los percentiles representan los valores de la variable que estan por debajo de un porcentaje, el cual
puede ser una valor de 1% a 100% (en otras palabras, el total de los datos es dividido en 100 partes
iguales). La notacion empleada sera Py donde k es equivalente al porcentaje de datos acumulados, y Py es
el valor de la variable que representa dicho porcentaje. Por ejemplo, Ps es el valor de la variable que deja
por debajo el 5% de los datos. De tal suerte, por ejemplo, P;g serd entonces el valor que agrupa el 78% de
los datos. Podemos concluir que Psg seria el valor que divide en dos partes iguales la cantidad de datos de
la muestra o poblacion siendo equivalente a la mediana. El percentil k parte desde el limite superior del
intervalo anterior al que se encuentra dicho percentil mas un cierto incremento que viene dado por la
formula correspondiente, facil de encontrar, por otra parte, en los manuales elementales de Estadistica.
Por otra parte, si una distribucion obedece con suficiente aproximacion al modelo de una curva normal
gaussiana, se puede considerar, con suficiente exactitud, que aproximadamente el 68°27% de los datos
quedan dentro de una desviacion tipica a cada lado de la media aritmética (vide Cap. 3 de este mismo
libro), y estimar ¢ mediante la cantidad: %2 (Pgs — P16) 0 bien mediante la diferencia: Pgq — Pso. También
se usan los “cuartiles” y los “deciles” y, genéricamente, los “cuantiles” como medidas posicionales en las
distribuciones de frecuencias.
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Fig. 21. Planta con los perfiles.

Sobre el perfil longitudinal A-B se han trazado los perfiles transversales a
una equidistancia de 5’00 m., con la rasante correspondiente, al objeto
de determinar los volumenes de desmonte y terraplén necesarios para



llevar a cabo la explanacion de la parcela que nos ocupa. Los resultados
obtenidos son los siguientes:

Tabla 18. Determinacién de volumenes de desmonte y relleno.

SUPERFICIES (m?) VOLUMENES (m®)
PERFIL |DESMONTE | RELLENO D'ST&N;:'AS DESMONTE | RELLENO
1 12,68 19,37
2 14,33 12,11 5,00 67,525 78,700
3 16,80 6,06 5.00 77.825| 45,425
4 15,35 5,36 5,00 80,375 28,550
5 11,32 6,55 5,00 66,675 29,775
6 5.64 10,79 5,00 42,400 43,350
7 0,52 12,85 5,00 15,400 59,100
8 0,00 10,87 5.00 1,300| 59,300
351,500 344,200

Se trata, en definitiva, del sistema tradicional de calculo de los volimenes
de movimiento de tierras correspondientes. Como puede observarse de
la tabla anterior, existe una diferencia, aunque escasa, de:

351’50 — 344’20 = 7’30 m®

entre los volumenes de desmonte (corte) y terraplén (relleno).

6.2. Resolucién con metodologia nueva

Con estos mismos datos, llegados a este punto, creamos
alternativamente nuestro propio calculo de regresion tridimensional de la
parcela, utilizando la hoja de calculo Excel con Solver, como venimos
realizando en los otros ejemplos obrantes en el presente capitulo de
nuestro libro. Como consecuencia de él, se obtienen los siguientes
coeficientes en la ecuacion del plano definitivo del bancal (ajustando a
cinco decimales):

A =523'18904
B =-0'08243
C =-0'00509

De esta suerte, la expresion general del plano resultante sera:
-0’°08243-X - 0°00509-Y — Z + 523’18904 = 0

con lo que para hallar las cotas taquimétricas definitivas de los 48
vértices despejaremos:



Z =1523'18904 - 0°08243-X - 0'00509-Y

A resultas de lo anterior, obtendremos dichas cotas definitivas en la siguiente tabla:

Tabla 19. Cotas definitivas y correcciones (VIII).

Y; (cotas
- = Ti di=Yi-T,
Vértices X Y terreno (_cqt_as id
inicrany | definitivas) (corregido)
1 1.000,000|1.000,000| 435,510 | 435,671 -0,161
2 1.000,000(1.013,998| 436,480 | 435,599 0,881
3 1.000,21211.019,529| 436,482 | 435,554 0,928
4 1.001,884 11.022,552| 435,912 | 435,400 0,512
5 1.000,781]1.026,169| 435,728 | 435,473 0,255
6 994,129 |1.028,812| 435,808 | 436,008 -0,200
7 986,481 [1.030,025| 435,929 | 436,632 -0,703
8 980,910 |1.028,526| 435,818 | 437,099 -1,281
9 972,144 11.025,822| 435,825 | 437,835 -2,010
10 970,432 [1.018,685| 437,059 | 438,013 -0,954
11 974,828 [1.016,007| 437,265 | 437,664 -0,399
12 979,738 [1.015,095| 436,492 | 437,264 -0,772
13 989,090 [1.017,632| 436,086 | 436,480 -0,394
14 994,217 11.008,379| 436,168 | 436,105 0,063
15 984,280 [1.010,104 | 436,427 | 436,915 -0,488
16 981,645 [1.009,411| 437,056 | 437,136 -0,080
17 991,625 [1.005,456| 436,190 | 436,333 -0,143
18 989,050 [1.004,248| 436,594 | 436,551 0,043
19 990,461 | 998,890 | 436,007 | 436,462 -0,455
20 987,970 | 998,660 | 436,983 | 436,669 0,314
21 989,635 | 993,180 | 436,195 | 436,560 -0,365
22 976,371 | 986,031 | 438,359 | 437,689 0,670
23 974,629 | 997,269 | 439,176 | 437,776 1,400
24 982,384 | 998,490 | 437,594 | 437,130 0,464
25 1.004,7581.008,087| 435,973 | 435,237 0,736
26 1.005,939(1.001,486| 435,513 | 435,173 0,340
27 1.002,345| 998,113 | 434,746 | 435,487 -0,741
28 1.009,175]1.000,291| 434,114 | 434,913 -0,799
29 1.018,666 |1.002,007 | 433,283 | 434,122 -0,839
30 1.032,74811.000,149| 432,396 | 432,970 -0,574
31 1.030,730(1.007,182| 431,770 | 433,101 -1,331
32 1.022,89211.003,517| 433,269 | 433,766 -0,497
33 1.000,012(1.019,529| 436,280 | 435,570 0,710
34 999,800 [1.013,998| 436,110 | 435,616 0,494
35 978,134 | 983,604 | 438,430 | 437,556 0,874




Yi (cotas
Vert el Ti d=Y-T,
2l = i terreno (f:o_t_as d
imicrany | definitivas) (corregido)
36 991,398 | 990,753 | 438,210 436,427 1,783
37 1.003,272| 995,260 | 434,810 435,425 -0,615
38 1.009,644 | 997,328 | 434,130 434,889 -0,759
39 1.018,666 | 999,007 | 433,310 434,137 -0,827
40 1.029,221| 995,295 | 432,390 433,286 -0,896
41 1.026,989| 997,125 | 432,510 433,461 -0,951
42 969,444 11.004,609| 438,720 438,166 0,554
43 966,607 [1.012,175| 437,610 438,361 -0,751
44 1.008,637(1.016,376| 436,110 434,875 1,235
45 1.008,637|1.025,526| 436,110 434,829 1,281
46 1.017,78711.016,376| 436,110 434,121 1,989
47 1.008,6361.016,375| 436,110 434,875 1,235
48 1.008,596|1.016,384 | 436,110 434,879 1,231
TOTAL 20.921,267 | 20.921,267 + 0,000

, que nos ofrece, como siempre, una compensacion exacta y sencilla
entre los volumenes de excavacion o desmonte y los de relleno o
terraplén.

Para tener una medida del grado de explanacion, en base a lo explicitado en el capitulo
5 anterior, igualaremos a +10,00 m. la cota relativa media o centro de gravedad de la
parcela en estudio, cuyo valor resulta de dividir la suma de las cotas iniciales del terreno
natural por el nimero de vértices (20.921,267/48 = 435’86 m.s.n.m.), con lo que se
tendra la siguiente tabla:

Cotas Cotas
relativas | relativas d;
iniciales | definitivas | (Yi-T))

(Yi) (T3)

9,650 9,811 -0,161 | 0,026 | 0,003

10,620 9,739 0,881 | 0,776 | 0,080

10,622 9,694 0,928 | 0,862 | 0,089

10,052 9,540 0,512 | 0,262 | 0,027

9,868 9,613 0,255 | 0,065 | 0,007

9,948 10,148 -0,200 | 0,040 | 0,004

10,069 10,772 -0,703 | 0,494 | 0,046

9,958 11,239 -1,281 | 1,640 | 0,146

9,965 11,975 -2,010 | 4,041 | 0,337

11,199 12,153 -0,954 | 0,909 | 0,075

11,405 11,804 -0,399 | 0,159 | 0,013

10,632 11,404 -0,772 | 0,596 | 0,052

10,226 10,620 -0,394 | 0,155 | 0,015

Vértices d? | d3T

ool alolo|N|o|ol s wiN| =




Cotas Cotas
oy relativas | relativas d; 2 2
vertices | iciales | definitivas | (v;-T) | 9 £l
(Yi) (T3)
14 10,308 10,245 0,063 | 0,004 | 0,000
15 10,567 11,055 -0,488 | 0,238 | 0,022
16 11,196 11,276 -0,080 | 0,006 | 0,001
17 10,330 10,473 -0,143 | 0,020 | 0,002
18 10,734 10,691 0,043 | 0,002 | 0,000
19 10,147 10,602 -0,455 | 0,207 | 0,020
20 11,123 10,809 0,314 | 0,099 | 0,009
21 10,335 10,700 -0,365 | 0,133 | 0,012
22 12,499 11,829 0,670 | 0,448 | 0,038
23 13,316 11,916 1,400 | 1,961 | 0,165
24 11,734 11,270 0,464 | 0,215 | 0,019
25 10,113 9,377 0,736 | 0,541 | 0,058
26 9,653 9,313 0,340 | 0,115 | 0,012
27 8,886 9,627 -0,741 | 0,549 | 0,057
28 8,254 9,053 -0,799 | 0,638 | 0,070
29 7,423 8,262 -0,839 | 0,703 | 0,085
30 6,536 7,110 -0,574 | 0,330 | 0,046
31 5,910 7,241 -1,331 | 1,771 | 0,245
32 7,409 7,906 -0,497 | 0,247 | 0,031
33 10,420 9,710 0,710 | 0,504 | 0,052
34 10,250 9,756 0,494 | 0,244 | 0,025
35 12,570 11,696 0,874 | 0,763 | 0,065
36 12,350 10,567 1,783 | 3,180 | 0,301
37 8,950 9,565 -0,615 | 0,378 | 0,040
38 8,270 9,029 -0,759 | 0,576 | 0,064
39 7,450 8,277 -0,827 | 0,684 | 0,083
40 6,530 7,426 -0,896 | 0,803 | 0,108
41 6,650 7,601 -0,951 | 0,904 | 0,119
42 12,860 12,306 0,554 | 0,307 | 0,025
43 11,750 12,501 -0,751 | 0,564 | 0,045
44 10,250 9,015 1,235 | 1,525 | 0,169
45 10,250 8,969 1,281 | 1,642 | 0,183
46 10,250 8,261 1,989 | 3,956 | 0,479
47 10,250 9,015 1,235 | 1,524 | 0,169
48 10,250 9,019 1,231 | 1,516 | 0,168
) 479,987 | 479,987 0,000 |37,325|%°=3,881

Obsérvese que en la tabla anterior hemos definido, como siempre, las desviaciones o
discrepancias d; = Y; — Ti como las diferencias existentes entre las cotas del terreno
natural o iniciales y las definitivas que se deducen de la aplicacion de nuestro modelo de
explanacion. Ello es asi con el objetivo de adecuarnos a la terminologia utilizada para el
calculo del estadigrafo chi-cuadrado que realizaremos a continuacion.



El error estandar o tipico de la estima de esta regresion multiple (triple) vendra dado por
la expresion (véase el capitulo 5) con m = 2 variables explicativas correspondientes a la
abscisa y la ordenada de cada punto:

T
[37325
Sy = = ’ =0'91m.< 1’
U N—m-1  V48-2-1 = e7m

Para N — 1 =48 — 1 = 47 grados de libertad, se tiene, como ya se ha visto en el epigrafe
anterior, un x20,5 = 25’805, buscando en la tabla de percentiles de la distribucion tedrica
de probabilidad chi-cuadrado que figura en el anexo 3 de nuestro libro. Al ser: x*=3881
<< 25’805 puede considerarse mucho mas bajo el volumen de explanacién a realizar en
la parcela que nos ocupa en base al estadigrafo utilizado.

Por otra parte, el “grado de explanacion” determinado, como ya se ha visto, por el
denominado “coeficiente de contingencia” C derivado de la distribucion de probabilidad
chi-cuadrado (%), vendra dado por la expresion:

2 '
C=|L—=| 3881 =027 = 27%,
x°+N 3'881+ 48

siendo N = 48 el numero de estacas o vértices de nivelacion considerado.

Comparando ahora los valores obtenidos de y® (3’881 frente a
14°’749), de Sy, (0°91 m. frente a 1’87 m.) y C (27% frente a 49%) para
esta parcela siguiendo el procedimiento propugnado en el presente
libro con los resultantes de la explanacion a pendiente nula
efectuada por el método de tanteo tradicional anteriormente
expuesto, se observa que empleando la nueva metodologia la
explanacién a efectuar resulta todavia mas ligera o favorable, lo que
certifica, una vez mas, su idoneidad para la resolucion de este tipo
de problemas topograficos.

7. CONCAUSALIDAD DE LAS VARIABLES Y CALIDAD DEL AJUSTE

El calculo manual o automatizado del coeficiente de determinacion multiple R* que
resultard util para determinar la concausalidad o dependencia estadistica entre las
variables (coordenadas de los vértices del terreno) del problema, asi como para efectuar
la comparacion entre la calidad del ajuste efectuado mediante diversas propuestas de
nivelacion, se desarrollara en el ejemplo siguiente.

Se trata de la nivelacion, mediante el hallazgo del correspondiente plano de regresion
triple minimocuadratica, de una parcela de cultivo, de planta sensiblemente
cuadrangular, habiéndose levantado aleatoriamente 10 puntos de tal modo que, con el
instrumento topografico correspondiente, se han tomado las coordenadas relativas



siguientes usando guarismos enteros al objeto de simplificar, en la medida de lo posible,
la realizacion manual de los calculos subsiguientes, asi:

Tabla 20. Coordenadas de los vértices de la parcela (II).

X=X, Y =X, Z=Y; | VERTICES
20 70 20 1
30 60 30 2
40 80 40 3
40 70 30 4
10 50 10 5
50 40 30 6
60 60 30 7
60 80 40 8
60 30 50 9
30 60 20 10

SOLUCION

Se elabora, como siempre, la tabla de calculos adjunta:

y X1 X2 X1y X2y X1’ X2 y2 X1"X2
2 2 7 4 14 4 49 4 14
3 3 6 9 18 9 36 9 18
4 4 8 16 32 16 64 16 32
3 4 7 12 21 16 49 9 28
1 1 5 1 5 1 25 1 5
3 5 4 15 12 25 16 9 20
3 6 6 18 18 36 36 9 36
4 6 8 24 32 36 64 16 48
5 6 3 30 15 36 9 25 18
2 3 6 6 12 9 36 4 18
2=30 40 60 135 179 188 384 102 237

Podemos formar, a continuacion, el sistema de ecuaciones normales
que, una vez resuelto, nos dara los parametros del plano buscado, a

saber:

2y = Na + b2xq +c2x2

X1y = @YXy + bYxs? +CYXoXq
YXoy = a¥Xo + bYX1Xz + CEXo?

y, por tanto, la ecuacion general del plano sera:

135 = 40a +188b + 237c

30 =10a + 40b + 60c
179 = 60a +237b + 384c

c = 002563

a =0'69238
b = 0’53846

Z =0°69238 + 0’53846 X, + 0°02563 X,




Para disponer de una medida de la bondad del ajuste estadistico
efectuado conviene hallar el correspondiente coeficiente de
determinacion multiple lineal calcularemos primero las variancias residual
Se? (varianza de los residuos o errores) y Sy? (varianza de la variable Y =
Z), esto es:

qo XY Ay by xy-ch xpy
° N

102 -0'69238-30 - 0'53846135 - 0'02563179

pt — 0'39487
2

. 2y (DyY 102 (30}

S2 = - =2 [ —12

N N 10 |10

de donde el coeficiente de determinacion multiple, en su expresion
escalar (puesto que también puede expresarse en forma matricial), sera:

2 ]
R? :1—S—§=1—m=0'671=67'10%
s? 12

y el coeficiente de correlacion mudaltiple lineal es la raiz
cuadrada del anterior coeficiente de determinacion, es decir:

R=+0671=0819

Por otra parte, la “varianza explicada” mide la variacién de la variable
cota taquimétrica Y = Z, que queda explicada por la ecuacion de
regresion lineal obtenida, esto es:

Sy? (varianza explicada) = Sy? (varianza total) — S.? (varianza residual) =
= 1’20000 — 0’39487 = 0’80513

TS0 ~

CAPITULO 7
EJEMPLOS COMPLEMENTARIOS



1. INTRODUCCION

A continuacion, para una mejor comprension de la teoria explicada en
algunos pasajes anteriores de nuestro libro y su aplicacion, se
desarrollan en el presente capitulo algunos ejemplos complementarios
adaptados respectivamente (ejemplos 2, 3y 4), con las variaciones
oportunas, de las excelentes obras de ARENALES, JOHNSTON y
SPIEGEL, citadas en la bibliografia. Se trata de parcelas o situaciones
geomorfologicamente atipicas pero de posible presentacién en la
préactica cotidiana de la ingenieria del movimiento de tierras.

2. EJEMPLO 1

Sea una porcion de terreno destinada a un tramo determinado de
zanja, de 1’30 m. de anchura y unos 20 metros de longitud, para
la colocacidn de una tuberia de impulsion de agua de riego de
fundicion ductil y & 400 mm. interior para el llenado de un lago
artificial, con una pendiente variable que se pretende uniformizar,
en la cual se han tomado las coordenadas relativas de los 10
puntos que se expresan en la tabla siguiente:

Tabla 1. Coordenadas de los vértices de la parcela-zanja.

, COORDENADAS RELATIVAS
VERTICES Iy X, (m)] Y=X,(m) | Z=Y (m.)

1 35,00 6,20 5,90

2 36,30 6.70 6,40

3 37.50 6.60 5.50

4 40.25 6,20 6,40

5 42.30 7.20 6.10

6 44.30 6.25 5.50

7 46.30 6,00 5.10

8 49.00 6.20 7.10

9 52,60 7.20 10,30

10 54.50 6.60 10.00

A continuacién, puede verse la planta altimétrica correspondiente, con
una equidistancia de las curvas de nivel de 0’50 m.:



Fig. 1. Planta curvada de la zanja.

También puede verse el perfil longitudinal por el eje determinado (linea
quebrada) por los puntos levantados de la zanja, con la rasante definitiva

correspondiente:

Perfil longitudinal entre 35 00 y 54 50 m,
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Fig. 2. Perfil longitudinal de la zanja.

a) Estimese la ecuacion de regresion lineal multiple que
determina las cotas del plano éptimo definitivo de ajuste por
el método tradicional de los minimos cuadrados.

SOLUCION.

Puesto que n = 10 vértices o estacas, formaremos la siguiente tabla
auxiliar de calculo:



Tabla 2. Tabla auxiliar de calculo (I).

Estaca Y X4 X, Y2 X2 X2 | Y X Y Xo | X4-X%,
1 5,90 | 35,00 | 6,20 34,81 1.225,00 | 38,44 | 206,50 | 36,58 | 217,00
2 6,40 | 36,30 | 6,70 40,96 1.327,69 | 44,89 | 232,32 | 42,88 | 243,21
3 5,50 | 37,50 | 6,60 30,25 1.406,25 | 43,56 | 206,25 | 36,30 | 247,50
4 6,40 | 40,25 | 6,20 40,96 1.620,06 | 38,44 | 257,60 | 39,68 | 249,55
5 6,10 | 42,30 | 7,20 37,21 1.789,29 | 51,84 | 258,03 | 43,92 | 304,56
6 5,50 | 44,30 | 6,25 30,25 1.962,49 | 39,06 | 243,65 | 34,38 | 276,88
7 5,10 | 46,30 | 6,00 26,01 2.143,69 | 36,00 | 236,13 | 30,60 | 277,80
8 7,10 | 49,00 | 6,20 50,41 2.401,00 | 38,44 | 347,90 | 44,02 | 303,80
9 10,30 52,60 | 7,20 106,09 2.766,76 | 51,84 | 541,78 | 74,16 | 378,72
10 10,00 54,50 | 6,60 100,00 2.970,25 | 43,56 | 545,00 | 66,00 | 359,70

TOTAL |68,30(438,05[65,15 496,95 19.602,48 | 426,07 | 3.075,16 | 448,52 | 2.858,72

Las ecuaciones normales seran:

2Y=b1.23'n+b12.3'2X1+b13.2'ZX2

Y - Xi=bjaz T Xy + bz = X12 + by30 - 2 X4 Xo

Y - Xo=Db1o3 T Xy +byoz - T Xy Xo+ bz 2 X22

que, substituyendo los valores obtenidos en la tabla anterior resulta:

68’30 = bq.o3 - 10 + by - 43805 + b3, - 6515

3.075'16 = by.p3 - 438’05 + bqy3 - 19.602'48 + b43., - 2.858'72

448’52 = by.p3 - 65’15 + byy3 - 2.858°72 + bz, - 426°07

Se trata de un sistema no homogéneo (heterogéneo), de 3 ecuaciones
con 3 incognitas, |A|¢0, compatible y determinado, con solucion unica
que podemos hallar mediante la aplicacion del método de la inversion de
la matriz, el de la triangularizacion de Gauss-Jordan o bien la regla de
Cramer (puesto que la matriz de los coeficientes de las incognitas es

invertible). Aplicando este ultimo procedimiento, se tiene:

123 =

68'30 43805 6515

3.07516 19.602'48 2.858'72

448'52 2.85872 42607 | _76.787'81
10 43805 6515 | 6.459'886

438'05 19.602'48 2.858'72

6515

2.858'72

426'07

— 11887 .




10 68'30 6515
438'05 3.075"16 2.858'72
6515 44852  426'07 | 1.176"186

L= = = 0182;
e A 6.459'886 !
10 43805 6830
438'05 19.602'48 3.075'16
6515 2.85872 44852 '
_ 10.650158 _ .o

1

102 A " 6.459'886

De este modo, el plano de regresidon minimocuadratica tendra de

ecuacion general:
Y =-11'887 + 0°182-X, + 1°649-X,

b) Estimese la misma ecuacion de regresion lineal multiple del plano optimo de
nivelacion por aplicacion del método presentado en este libro.

SOLUCION.

Si ahora, a efectos puramente comparativos, aplicamos el método
de calculo establecido por nosotros a partir de la expresada hoja

Excel con Solver, se tendra la ecuacion de las cotas definitivas (Z
= Ti)Z

Y =-11'856 + 0’182 - X, + 1°643 - X,

que resulta algo mas ajustada que la anteriormente obtenida por el
método analitico tradicional y ofrece la siguiente tabla de discrepancias o

correcciones:
Tabla 3. Cotas definitivas y correcciones (1).

Estaca X4 X Y L di=Yi-T,
35,00 | 6,20 5,9 4,701 +1,199
36,30 | 6,70 6,4 5,759 +0,641
37,50 | 6,60 5,5 5,813 -0,313
40,25 | 6,20 6,4 5,656 +0,744
42,30 | 7,20 6,1 7,672 -1,572
44,30 | 6,25 5,5 6,475 -0,975
46,30 | 6,00 51 6,429 -1,329
49,00 | 6,20 7.1 7,249 -0,149
5260 | 7,20 | 10,3 9,547 +0,753

OO NOO|R|IWIN|—
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TOTAL

54,50
438,05

6,60
65,15

10,0
68,3

8,907
68,300

+1,093
0

c) Calculese el correspondiente grado de explanacion.
SOLUCION.

Para tener una medida del grado de explanacién, en base a lo explicitado en el
capitulo 5 anterior, igualaremos a +10,00 m. la cota relativa media o centro de
gravedad de la parcela en estudio, cuyo valor resulta de dividir la suma de las
cotas iniciales del terreno natural por el nimero de vértices (68,3/10 = 6’83 m.),
con lo que se tendrd la siguiente tabla:

Cotas Cotas
L L. relativas | relativas d; 2 2
vertices | jniciales | definitivas | (Y;-T) | % | 4T
(Yi) (Ti)
1 9,07 7,871 1,199 (1,439 0,183
2 9,57 8,929 0,641 |0,411| 0,046
3 8,67 8,983 -0,313 |0,098| 0,011
4 9,57 8,826 0,744 |0,553| 0,063
5 9,27 10,842 -1,572 [2,472| 0,228
6 8,67 9,645 -0,975 |0,951| 0,099
7 8,27 9,599 -1,329 (1,765| 0,184
8 10,27 10,419 -0,149 |0,022| 0,002
9 13,47 12,717 0,753 |0,567| 0,045
10 13,17 12,077 1,093 (1,195 0,099
> 100,00 100,000 | +0,000 |9,474 x2=0,959

Observese que en la tabla anterior hemos definido el d; = Y; — T; como diferencia
entre las cotas del terreno natural o iniciales y las definitivas que se deducen de la
aplicacion de nuestro modelo de explanacion. Ello es asi con el objetivo de
adecuarnos a la terminologia utilizada para el calculo de chi-cuadrado que
realizaremos a continuacion.

El error estandar o tipico de la estima de esta regresion multiple (triple) vendra
dado por la expresion (véase el capitulo 5) con m = 2 variables explicativas
correspondientes a la abscisa y la ordenada de cada punto:

Para N -1 =10 -1 = 9 grados de libertad, se tiene un % s = 1’735, buscando en la
tabla de percentiles de la distribucion tedrica de probabilidad chi-cuadrado que
figura en el anexo 3. Al ser: %?=07959 < 1’735 puede considerarse aceptable el
volumen de explanacion a realizar en la parcela que nos ocupa en base al
estadigrafo utilizado.



De haberse considerado alternativamente: N —m -1 =7 g.l., se obtendria un valor
maés exigente de %5 = 0°989 > 07959, lo que siquiera por bien poco no modificaria
tampoco las conclusiones anteriormente obtenidas.

Por otra parte, el “grado de explanacion” determinado, como ya se ha visto, por el

“coeficiente de contingencia” C derivado de la distribucion de probabilidad chi-
cuadrado (x°), vendra dado por la expresion:

2 '
co | X = [ 999 4352309,
x°+N 0'959 +10

10 el nimero de estacas o vértices de nivelacion de la zanja

siendo N =
considerado.

3. EJEMPLO 2

Sea ahora una parcela o porcién de terreno en talud o ladera de montafa
de gran desnivel, en la cual se han tomado las coordenadas relativas de
10 puntos que se expresan en la tabla siguiente y que, para mayor
simplificacidon del calculo, se han obviado las cifras decimales
ajustandolas a las enteras:

Tabla 4. Coordenadas de los vértices de la parcela ().

COORDENADAS RELATIVAS

VERTICES |y X, (m)] Y=X,(m) | Z=Y (m.)
1 86 96 27
2 29 71 7
3 61 120 24
4 67 77 20
5 45 80 8
6 9 89 5
7 43 107 17
8 37 81 9
9 17 65 3
10 71 102 35

A continuacidn, puede verse el plano altimétrico curvado
correspondiente, con algunos perfiles (1 longitudinal y 3
transversales) del mismo y una equidistancia vertical entre las
curvas de nivel de 1’00 m.:



AREA: 2.446,53 m2

PERIMETRO! 199,89 m,

2
o
.

+

Fig. 3. Planta curvada de la parcela (I).




a) Estimacion de las medias aritméticas, varianzas,
covarianzas y coeficientes de correlacion lineal simples.

SOLUCION.

De estos datos se deducen las siguientes caracteristicas de la
distribucidén conjunta de las tres variables topograficas analizadas:
Xl, X2 eY:

-Medias aritméticas de las variables:

[ < X
X, - 2X1 465 _ e
n 10

{ >_<2=&=@=88'8m
n 10

o _2Y 155

= ——=155m
\ n 10

-Varianzas y desviaciones tipicas o “standard” de las variables:

( X2 _
312:2 hxi% 4652 =54785m?; s, =2341 m.

X2 _
{ go2Xe 52 81546 gapr osoremt: s, —1641 m.

o >y? 3447

~1552 =10445m?; s, =1022 m.

-Covarianzas de las variables:

XX, —
(o 2XKe g% 43140 on coe 1880 m?

XY - -
{ s1yzzn1 ~XrY = %{?’—465 155=21265 m?




XY _ _
:Z—Z_Xz-Y:Mi—%O7—88'8X15'5=114'30m2
n

S,y

-Coeficientes de correlacion lineal simple:

(=S 18480 _qugq
s;'s, 23'41x16'41
S ]
{ hy=—= ,21265, = 0'8888
s;'s, 2341x1022
S ]
r 2 1430 _ 6815

L ? 5,8, 1641x1022

Como el coeficiente de correlacion lineal simple que relaciona las
variables X; y X, no es muy alto (rip, = 04811), no existe
multicolinealidad™ y ello favorece la estimacién de la ecuacion de
regresion de la cota Y sobre las coordenadas X, y X,.

Para la realizacion de las anteriores determinaciones se habra elaborado,
previamente, el cuadro siguiente:

Tabla 5. Tabla auxiliar de célculo (11).

Estaca X4 X Y | XX | XY | XY | X2 X5? Y?2

86 96 27 | 8.256 | 2.322 | 2.592 | 7.396 | 9.216 | 729

29 71 7 12059 | 203 | 497 841 | 5.041 | 49

61 120 | 24 | 7.320 | 1.464 | 2.880 | 3.721 |14.400| 576

67 77 20 | 5.159 |1.340 | 1.540 | 4.489 | 5.929 | 400

45 80 8 [3.600 | 360 640 | 2.025 | 6.400 | 64

9 89 5 801 45 445 81 7.921 | 25

43 | 107 | 17 [4.601 | 731 | 1.819 | 1.849 [11.449| 289

0NN IWIN|=

37 81 9 12997 | 333 | 729 | 1.369 | 6.561 | 81

76 El proceso o término antedicho de “multicolinealidad” es una situacion en la que se presenta una fuerte
correlacion entre las variables explicativas del modelo, o sea, las coordenadas de los puntos analizados.
La correlacion ha de ser fuerte, ya que siempre existira correlacion entre dos variables explicativas en un
modelo, es decir, la no correlacion de dos variables es un proceso idilico, que solo se podria encontrar en
condiciones de laboratorio. Originalmente, el término de multicolinealidad significo la existencia de una
relacion perfecta o exacta entre las variables explicativas de un modelo de regresion. En la actualidad se
incluye en la multicolinealidad el término de “error estocastico”. La multicolinealidad asi expuesta se
refiere solamente a relaciones lineales entre las variables, pero no elimina las relaciones no lineales
existentes entre ellas. Se supone que en un modelo clasico de regresion lineal no hay multicolinealidad
debido a que si la multicolinealidad es perfecta los coeficientes de la regresion de las variables son
indeterminados y sus errores estandar son infinitos. Si la multicolinealidad es menos que perfecta los
coeficientes de regresion poseen grandes errores estandar, lo que provoca que los coeficientes no puedan
ser estimados con gran precision.
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17 65 3 1.105 | 51 195 289 | 4.225 9

10

71 102 | 35 | 7.242 | 2.485| 3.570 | 5.041 [10.404 | 1.225

TOTAL| 465 | 888 | 155 [43.140| 9.334 | 14.907 | 27.101 | 81.546 | 3.447

b) Estimese la ecuacién de regresion lineal multiple que
determina las cotas del plano 6ptimo definitivo de ajuste.
Calculense las correcciones a efectuar en los diversos
vértices o estacas del terreno para establecer las cotas
definitivas del mismo, asi como el “grado de explanacion”
resultante.

SOLUCION.

La ecuacion de regresion lineal multiple que tratamos de estimar posee,
como sabemos, la configuracion analitica siguiente:

Y=a+biX;+by X,

El coeficiente de regresion parcial de Y sobre X; puede estimarse con la

formula:
bA _ Sy Iy —Myh, 1022 0'8888 —0'6815 x 0'4811 _
", 1-ry 234 1-0'48112
_ 10'22 0'5609 _ 03186
23'41 0'7685

De la misma manera, el coeficiente de regresion de Y sobre X, se define

por:

bA Sy Iy —Iyhy  10'22 0'6815 —0'8888 x 0'4811
, =~ =

s, 1-r%2  16'41 1-0'4811°2
_ 1022 02539 _ iy0eg
16'41 0'7685

El parametro independiente a se deduce de la igualdad:

A

Y -Y =bi(X, - X1)+ba(X, - X2),

de donde,

Y - 155 =0'3186 (X1 —46'5) + 0°2058 (X, — 88'8) ,

Y -155=0'3186 X; — 14’8149 + 0°2058 X, — 18’2750




y resulta: Y =-17"5899 + 0’3186 X, + 0’2058 X,

que es la ecuaciéon de regresion pedida y en la que el término
independiente toma el valor,

a=-17'5899 = - 17°59

Para calcular las discrepancias existentes entre los valores
observados de las 10 cotas del terreno y los teoricos deducidos de
la ecuacion de regresion lineal multiple para conformar el plano
optimo de nivelacion, deben calcularse “grosso modo” las
diferencias:

di=Y,-Ti=Y,—(-1759 + 0’32 X; + 0’21 X))
lo que se consigue dando a cada terna de valores de las coordenadas

(X1, Xz, Y) los que corresponden a cada una de las diez estacas
seleccionadas. Puede comprobarse (tabla 6) que:

ZYi = ZTl =155
Zdi =0 )

como se sabe que tedricamente debe ocurrir.

Como consecuencia de la realizacion de los calculos
correspondientes, se obtendra la siguiente tabla:

Tabla 6. Cotas definitivas y correcciones (ll).

Estaca X4 X Y Ti | di=Y;-T;
1 86 96 27 30 -3
2 29 71 7 6 +1
3 61 120 24 26 -2
4 67 77 20 20 0
5 45 80 8 13 -5
6 9 89 5 4 +1
7 43 107 17 18 -1
8 37 81 9 11 -2
9 17 65 3 1 +2
10 71 102 35 26 +9
TOTAL| 465 | 888 | 155 | 155 +0

Obsérvese que, en este caso, hemos calculado el plano 6ptimo de
regresion siguiendo pautadamente el procedimiento teorico clasico,
aunque resulta mucho mas operativo hacerlo mediante el modelo que



presenta la hoja de calculo Excel con Solver que presentamos en otros
apartados de este mismo libro. Asi pues, si ahora, a efectos puramente
comparativos, aplicamos el método de calculo establecido por nosotros a
partir de la expresada hoja Excel, se tendra la ecuacion de las cotas
definitivas (Z = T)):

Y =-17"5979 + 0’3187 X, + 0°2058 X,

que ofrece la siguiente tabla, con alguna mayor precision que la anterior:

Tabla 7. Cotas definitivas y correcciones (l11).

Estaca X1 Xz Y Ti di = Yi - Ti
1 86 96 27 | 29,567 -2,567
2 29 71 7 6,256 +0,744
3 61 120 24 | 26,539 -2,539
4 67 77 20 19,602 +0,398
5 45 80 8 13,208 -5,208
6 9 89 5 3,587 +1,413
7 43 107 17 18,127 -1,127
8 37 81 9 10,864 -1,864
9 17 65 3 1,197 +1,803
10 71 102 35 | 26,021 +8,979
TOTAL| 465 888 155 |155,000 0

Para tener una medida del grado de explanacién, en base a lo explicitado en el
capitulo 5 anterior, igualaremos a +10,00 m. la cota relativa media o centro de
gravedad de la parcela en estudio, cuyo valor resulta de dividir la suma de las
cotas iniciales del terreno natural por el nUmero de vértices (155/10 = 15’50 m.).
En este caso se presentardn cotas relativas definitivas negativas, con lo que para
evitar distorsiones en el proceso de calculo deberan considerarse los cocientes di%/T;
de la altima columna de la tabla siguiente en valor absoluto, con lo que se tendra:

Cotas Cotas
L L. relativas | relativas d; 2 2
vertices | ;iciales | definitivas | (Y;-T) | & | dimi|
(Yi) (Ti)
1 21,50 24,067 -2,567 | 6,590 0,274
2 1,50 0,756 0,744 | 0,553 0,732
3 18,50 21,039 -2,539 | 6,446 0,306
4 14,50 14,102 0,398 | 0,159 0,011
5 2,50 7,708 -5,208 | 27,119 3,518
6 -0,50 -1,913 1,413 1,998 1,044
7 11,50 12,627 -1,127 | 1,270 0,101
8 3,50 5,364 -1,864 | 3,474 0,648
9 -2,50 -4,303 1,803 | 3,251 0,755
10 29,50 20,521 8,979 | 80,615 3,928
> 100,00 100,000 | +0,000 | 131,474 |%°=11,317




Obsérvese que en la tabla anterior hemos definido el di = Y; — T; como diferencia
entre las cotas del terreno natural o iniciales y las definitivas que se deducen de la
aplicacion de nuestro modelo de explanacion. Ello es asi con el objetivo de
adecuarnos a la terminologia utilizada para el célculo de chi-cuadrado que
realizaremos a continuacion.

El error estandar o tipico de la estima de esta regresion maltiple (triple) vendra
dado por la expresion (véase el capitulo 5) con m = 2 variables explicativas
correspondientes a la abscisa y la ordenada de cada punto:

N

Y, —T)?
;( =T 131474 .
= =433 m.
N-m-1 10-2-1
Para N —1=10-1 = 9 grados de libertad, se tiene un %% s = 1’735, buscando en la
tabla de percentiles de la distribucion tedrica de probabilidad chi-cuadrado que
figura en el anexo 3. Al ser: y?=11'317 > 1'735 puede considerarse desde luego

inaceptable el volumen de explanacién a realizar en la parcela que nos ocupa en
base al estadigrafo utilizado.

Por otra parte, el “grado de explanacion” determinado, como ya se ha visto, por el
“coeficiente de contingencia” C derivado de la distribucion de probabilidad chi-
cuadrado (x?), vendré dado por la expresion:

2 '
co | A= [T 4732739,
2 +N V11317 +10

siendo N = 10 el nimero de estacas o vértices de nivelacién considerado.

Comparando los valores obtenidos de y?, S,y Y C para esta parcela y la
del ejemplo anterior, se observa que en este segundo caso la
explanacion a efectuar resultara mucho mayor y por tanto muy
desfavorable, exigiendo un mayor movimiento de tierras, tanto de
desmonte como de terraplén, con el incremento de coste
correspondiente.

Obsérvese, como ya se ha sefialado, que en este ultimo caso nos habian
aparecido valores de T; negativos que hacian que la expresion de la
ultima columna de la tabla anterior d?/T; resultase también negativa en
alguna ocasion. Ello podra suceder, aunque no siempre, en aquellos
terrenos en que las diferencias de cota entre sus puntos sea
considerable (normalmente superiores a 20 m.). En estos casos (como
en los dos ejemplos que siguen en este mismo capitulo de nuestro libro)
y como alternativa a la solucion empleada de considerar los valores
absolutos de los cocientes d*/T; aconsejamos, para evitar confusiones de



interpretacion en cuanto a la verdadera cuantia de la y?, considerar, por
ejemplo, una cota relativa media de +20°00 m. en vez de la de +10°00 m.
que hemos venido empleando hasta ahora, pero siempre en el bien
entendido de que las comparaciones a efectuar entre diferentes terrenos
a explanar deberan llevarse a cabo siempre sobre las mismas bases de
partida (la misma cota relativa media, centroide o centro de gravedad).

c) Calculense los tres posibles coeficientes de correlacion parcial que
pueden deducirse con los resultados obtenidos e interprétense los
resultados conseguidos.

SOLUCION.
Los coeficientes de correlacion parcial pedidos son los siguientes:
[ . __My—TeTy _ 08888 —0'4811x0'6815 _
Y- -z J1-01481171-0'6815 2
0'5609 =0'8742

~ 0'8767 x0'7318

Ny = T2y 0'6815 - 0'4811 x 0'8888

I. = =
< RN T 1048112 41— 0'8888 2
02533

0'8767 x 0'4583

= 0'6304

TNy 0'4811-0'8888 x 0'6815
PV vz o2 J1-0'8888 2+/1- 0'6815 2
1y 2y
~ 01246

\ = =-0'3715
0'4583 x 0'7318

Los tres coeficientes de correlacion parcial de tal suerte calculados han
resultado inferiores a los coeficientes de correlacion lineal simple, es
decir,

-0'3715 < 04811
0'8742 < 0’8888
0’6304 < 0’6815

pero en tanto que los dos ultimos no difieren notablemente, la

correlacion entre la X y la X, es negativa, bajo el supuesto de
que se consideran constantes las cotas del terreno (Y). Esto quiere

decir que para puntos del terreno con cotas taquimétricas de la



misma cuantia, a mayor abscisa X, le corresponde menor
ordenada X, y reciprocamente. Esta circunstancia puede
apreciarse facilmente de la contemplacion del plano altimétrico en
planta del terreno que se adjunta.

d) Estimese una ecuacién lineal que explique la
coordenada (X;) en funcion de la cota taquimétrica (Y) y
de la coordenada (X,;) con los datos obtenidos, pero
haciendo uso de la definicion de un coeficiente de
correlacion parcial como una media geométrica de dos
coeficientes de regresion multiple lineal.

SOLUCION.
La ecuacién pedida puede expresarse en la forma:

X1=a’+b’1Y+b’2X2

que al compararla con la ecuacion de regresion lineal multiple del
plano Optimo de nivelacion:

Y=a+b1 X1+b2X2
nos permite escribir:
ry2 = \yb1b"

De aqui se deduce que:

r2, =bib'; 0sea:

17 A - '
b, 0'3186

A r2 ] 2
b = vz 087427 _ 55967

La estimacion de b', debe realizarse por el método ordinario, es
decir, aplicando la formula:



Sy fon —Nyfy, ~ 23'41 0'4811 — 0'8888 x 0'6815 _

b', = =
s, 1-15 16'41 1-0'6815 2
_ 234101246 _ .40
16'41 0'5356
esto es,

X;—46’5=2"3987 (Y —15°5) - 0’3319 (X, — 88’8),
y despejando la X se obtiene:

X1 =3877928 + 2°3987 Y - 073319 X, (1)
que es la ecuacion pedida.

Si ahora despejamos X en la ecuacion de regresion inicialmente
obtenida en el apartado b) anterior, se tiene:

Y =-17"5899 + 0°3186 - X; + 02058 - X,
esto es:
3°138732- Y =-55"21 + X, + 0°645951 - X, ,
con lo que:
X1 =5521 +3’138732 - Y - 0°645951 - X, (2)
Los resultados de ambas determinaciones varian sensiblemente
para cada estaca como puede comprobarse en la tabla siguiente,

aunque la suma total de las diferencias se anula.

En efecto, dando valores a X, y a Y, se tienen unos valores de X
segun las opciones (1) o (2) empleadas de:

Tabla 8. Tabla auxiliar de calculo (III).

VERTICES| Y X, X1 (1) X1 (2) | Xi(1)-Xa(2)
1 27 96 71,6953 |77,944468| -6,249168




2 7 71 32,0188 |31,318603 | 0,700197
3 24 120 56,5336 |53,025448 | 3,508152
4 20 77 61,2105 |68,246413 | -7,035913
5 8 80 31,4304 |28,643776| 2,786624
6 5 89 21,2472 113,414021| 7,833179
7 17 107 44,0574 |39,451687 | 4,605713
8 9 81 33,4972 |31,136557 | 2,360643
9 3 65 24,4154 |22,639381| 1,776019
10 35 102 88,8935 [99,178618 | -10,285118
TOTAL 464,9993 464,998972 0,000328~0

e) Con los datos de la tabla 6 estimese la varianza residual
de la cota taquimétrica del terreno (Y) sobre la abscisa
(X1) y la ordenada (X,). De este resultado y la varianza

104’45 m?) dedlzcanse los coeficientes de

determinacion y correlacion maltiple lineal de Y sobre

las coordenadas X; y X,.

de Y (5% =

SOLUCION.
Como la varianza residual”’ es igual a:

2

S

_29

ry-12 =

n

y d; toma los valores {-3, 1, -2, 0, -5, 1, -1, -2, 2, 9}, como puede
comprobarse de la tabla 6, también resultara que:

Sd2=9+1+4+0+25+1+1+4+4+81=130m?, de

donde:
130 2
r?y-12 == W == 13 IIl

" Es la que queda cuando de la varianza total se extraen las dos varianzas sistematicas identificadas. La
raiz cuadrada de la varianza residual es conocida como el error tipico de la estima, que ya venimos
aplicando en nuestro trabajo. La varianza residual coincide también con la suma de cuadrados de las
diferencias entre los valores de la variable dependiente observados y estimados por la funcion de
regresion, dividiendo el resultado final por el tamafio empleado de la muestra al que debe restarsele el
numero de variables explicativas del modelo.



Por otra parte, el coeficiente de determinacion o critico pedido se
calcula seglin la férmula:

R2 — 1 _ sr2y-12 _ _ 13
y12 s2 104'45

y

= 0'8755,

y el de correlacion multiple lineal es la raiz cuadrada del anterior
coeficiente de determinacion, es decir,

R, ., =V08755=09357

que resulta ciertamente elevado. En efecto, el coeficiente de
correlacion multiple se encuentra comprendido entre O y 1.
Cuanto mas se acerque a 1 mejor es la relacion lineal existente
entre las variables (coordenadas) del problema; por el contrario,
cuanto mas se acerque a 0 la relacion lineal sera tanto peor. Si su
valor es 1, la correlacion se denomina “perfecta”.

Veamos, en fin, que aunque un coeficiente de correlacion con
valor 0 indica que no existe relacion lineal entre las coordenadas
de los puntos del terreno analizado, es posible que pueda existir
entre ellas una relacion no lineal, lo que obligaria a enfocar la
resolucion del problema desde el punto de vista del ajuste a una
superficie de nivelacion de segundo orden, con lo que la solucion
resultante ya no seria un plano de nivelacion o explanacion sino
una superficie curva o alabeada (ver el capitulo siguiente de
nuestro libro y el anexo n°: 2).

f) Calculese de nuevo el coeficiente de determinacion
obtenido en el apartado anterior en funcion de los
coeficientes de correlacion lineal simple estimados
anteriormente.

SOLUCION.
La formula mas comunmente empleada para calcular un
coeficiente de determinacion de la variable Y sobre las restantes



coordenadas X; y X,, que da informacion respecto al grado de
interdependencia de las tres variables relacionadas, es la
siguiente:

2 2
RZ _ My TTay =200l .
y12 —

5

1- r122

aplicando los datos que ya teniamos y substituyendo en la anterior
expresion, se obtiene:

~0'88882 +0'6815% — 2x0'8888 x 0'6815 x 0'4811 _

RZ,, =
vz 1-0'4811°
_ 07900 +0'4644 - 0'5828 _ 0'6716 _ 0'8739
1-0'2315 0'7685

que difiere sélo en 16 diezmilésimas del calculado por el procedimiento
anterior, porque en aquél se utilizaron unos valores poco precisos de las
discrepancias d,. Con ello, el coeficiente de correlacion multiple lineal
definitivo vendra dado por:

R, ., =+/0'8739=09348

g) Obténgase la expresion matricial del modelo de regresion lineal
multiple propuesto.

SOLUCION.
La ecuacion considerada, como ya se ha visto, es la siguiente:

Y=a+by - Xi+by X;;

Pues bien, al dar a Y, X, y X, los valores que figuran en la tabla 4 se
obtienen las diez igualdades siguientes:

(27 =a+86b; +96 b,
7=a+29by+71by
24 =a+61by+120 b,
20=a+67bi+77Db,

< 8=a+45b,+80Db,

5=a+9b1+89b2
17=a+43b1+107b2
9=a+37by+81b,
3=a+’|7b1+65b2




35=a+71bs+102 b,

Este conjunto de igualdades puede también presentarse en forma
matricial del siguiente modo:

271 [1 86 96
7 1 .29 71
24| [1 61 120
20| |1 67 77 |
8 1 45 80
= X| b,
5 19 89
b,
17| |1 43 107
9 1 37 81
3 1 17 65
35] [1 71 102 |

que constituye un producto de dos matrices “conformes’’® de
dimensiones:

(10x1)=(10x3)x(3x1)
o bien expresandolo con notacién abreviada vectorial,
y=x-b,

en donde y, X, y b son, respectivamente, cada una de las matrices
numeéricas y el vector de los parametros de la primera ecuacion
matricial anterior.

h) Calculese la matriz inversa [x'x]" con los datos del apartado
anterior.

SOLUCION.

78 Es imperioso sefialar que en el algebra matricial el producto de dos matrices exige que ambas

(multiplicando y multiplicador) deban ser “conformes” para la multiplicacion; asi, se tiene que:
A(m,n)xB(p,q)=C(m,aq)

y para que sean conformes para la multiplicacion debe cumplirse que: n = p.



86 96 |
29 71
61 120
67 77
45 80
9 89
43 107
37 81
17 65
71 102]

11 1 1.1 1 1 1 1 1
[x'x|=|86 29 61 67 45 9 43 37 17 71 |x
96 71 120 77 80 89 107 81 65 102

[ N (S U O N U N . S N

(aplicandolareglade Binet— Cauchy)
1.1+1.1+...+1.1 1.86+1.29+...+1.71 1.96+1.71+...+1.102
=186.1+29.1+...+71.1 86.86+29.29+...+71.71 86.96+29.71+...+71.102 |=
96.1+71.1+...+102.1 96.86+71.29+...+102.71 96.96+71.71+...+102.102

10 465 888
=465 27.101 43.140
888 43.140 81.546

El determinante de esta matriz simétrica toma el valor:

10 465 888
‘xtx‘z 465 27.101 43.140/=22.099.781.460 +2x17.813.368.800 —
888 43.140 81.546

—21.370.330.944 -18.610.596.000 —17.632.283.850 =113.308.266 = 0

, luego la matriz es invertible (puesto que se trata de una matriz regular,
no singular). Como [x'x] es una matriz simétrica, su transpuesta es la
misma matriz; la matriz inversa pedida es, siguiendo el método del
determinante de la matriz y después de calcular la correspondiente
matriz adjunta:



348.918.546 389.430 -4.005.588

xx]" = T 3;8 5e5| 389430 26.916  18.480 -
U PPl _4.005.588 18.480  54.785
30794 0003437  -003535

=10'003437 0'0002375 -0'0001631
—0'03535 -0'0001631 0'0004835

i) Estimese la ecuacion de regresion multiple lineal del
problema que nos ocupa conociendo la matriz inversa [x'x]”
que se acaba de calcular.

SOLUCION.
La generalizacion de este tipo de problemas al caso de un numero k de
variables explicativas o independientes (X4, X,, ..., Xi) debe resolverse

empleando notacion y calculo matricial (en este caso, k = 2). Existen
programas y paquetes informaticos eficientes al respecto.

Consideraremos el caso mas general en el que figuran k variables
explicativas y hagamos figurar, como un término mas, la discrepancia d;
en el modelo de regresidn lineal multiple, que puede expresarse
matricialmente con la siguiente notacion condensada en donde cada una
de las letras representa la matriz o vector correspondiente:

y=xb+d

Derivando la expresion minimocuadratica respecto a cada uno de los
estimadores de regresion, se llegara a un sistema de ecuaciones
normales que posee la siguiente expresion matricial abreviada:

x'x:b = x"y

El producto de la matriz transpuesta x* por la matriz original x es siempre
una matriz cuadrada, por lo que suponiéndola regular (no singular) y
premultiplicando ambos miembros de la ultima igualdad por la matriz
inversa, resultard la expresion matricial que permite estimar los
coeficientes de regresion lineal multiple por el método MC (de los
minimos cuadrados), que es de la forma:

A

b= [xtx]qx‘y,

que en nuestro caso toma la expresion:



a 3'0794 0'003437 - 0'03535
bs | =| 0'003437 0'0002375  —0'0001631 |x
b, —-0'03535 -0'0001631  0'0004835

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Xx{|86 29 61 67 45 9 43 37 17 71 |x =
9% 71 120 77 80 89 107 81 65 102

- 3'0794 0'003437 —0'03535 155
=1 0'003437  0'0002375  -0'0001631 |x| 9.334 | =
—-0'03535 -0'0001631  0'0004835 14.907

A

—17'5745] | a
=| 03182 |=|by
02059 b>

Por lo tanto, la ecuacion de regresion multiple lineal pedida es:

Y =-17°5745 + 0’3182 X, + 0’2059 X,

que, como puede comprobarse, no difiere sensiblemente de la
obtenida por el método mas tradicional del apartado b) ni
tampoco por el mas novedoso aqui propuesto del mismo apartado.

j) Estimese la varianza residual de Y sobre X; y X, del
ejercicio anterior tomando como base la expresion
matricial:

D=de=[y—xt§} x[y—x{)}

SOLUCION.



271 ([1 86

71 |11 29

24| [|1 61

20| |1 67

{y-xé}: 8| [|1 45
5| |1 9

17| ||1 43

9| [|1 37

3| |1 17

135 (|1 71

Como resulta que:

96 |
71
120
77
80
89
107
81
65

102,

-17'5745
x| 0'3182
02059

[27 —29'55]]
7-6'26
24 - 26'53
20-19'60
8-13'21
5-3'61
17-18"14
9-10'88
3-121

| 35-26'01]]

, entonces D tomara el valor:

D= [— 2'55,0'74,—2'53,0'40,—5'21,1'39,—1'14,—1'88,1'79,8'89]x

= (-2'55)* + 0'74% + ... + 899% = 131’55 m?

Puede comprobarse que el vector y — xb toma los valores d; =Y, — T, de
la tabla 7 (aunque aqui se han calculado con dos cifras decimales
solamente); en el apartado e) obteniamos que D = >d? = 130 m?, pero el
valor acabado de hallar ahora (131’55 m2) resulta, sin duda, mas exacto.

Con este resultado, la varianza residual es:

2

ry,12 = — =

D 13155

n

=13155m?,

[~ 2'55]
074
~2'53
0'40
~5'21
139
~114
- 188
179

| 8'99 |

[~ 2'55]
074
- 2'53
0'40
- 521
139
~114
188
179

| 8'99 |




que resulta ligeramente superior a la obtenida en el apartado
anterior ¢), de 13°000 m®, y el coeficiente de determinacion, por
tanto, sera:

R2  _q_ Swiz _q_ 1355
y12 s? 104'45

y

=1-0"126 =0'874 ,

muy parecido al que se obtuvo en el apartado anterior €), que era
de 0’8755. Correlativamente, el coeficiente correspondiente de
correlacion multiple lineal seria, en este Gltimo caso:

R, ., =/0874=09349

La varianza explicada por la regresion, en definitiva, vendra dada por
la expresion:
s% = §% - §°ry12 = 104745 — 13’155 = 91°295 m’

con lo que puede comprobarse que:

sZ 91295
R2 =Y _ —0'874 . c.s.a.d.
¥z = s7 = 104'45 , €.8.q.d
4. EJEMPLO 3

Como ilustracion de la aplicacidon de la técnica estadistica del andlisis de
la varianza a este tipo de problemas topograficos, consideremos ahora
los datos o coordenadas relativas de la tabla siguiente, obtenidas
también de un terreno de gran desnivel en ladera de montafia, en el que
al igual que en el caso anterior, para el logro de una mayor facilidad de
calculo, se han ajustado las cifras decimales hasta los enteros. Asi:

Tabla 9. Coordenadas de las estacas de la parcela.

Y=Z X=X X;=Y
Estacas (m.) (m.) (m.)
1 100 100 100
2 106 104 99
3 107 106 110
4 120 111 126
5 110 111 113
6 116 115 103




7 123 120 102
8 133 124 103
9 137 126 98

Al respecto, puede verse la planta curvada del terreno en cuestion, de
configuracion sensiblemente triangular, con equidistancia vertical de las
curvas de nivel de 1’00 m., de la que hemos levantado tres perfiles

coincidentes con los lados de dicha figura geométrica plana (verlos en el
anexo n°: 5, “Complementos”):

B
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Fig. 4. Planta curvada de la parcela (ll).
SOLUCION.

En primer lugar, calculamos los valores para n = 9, que resultan ser los
siguientes:



YY=1.052 m. ¥X4=1.017 m. ¥X, = 954 m.

Y =116’9 m. X1 =113 m. X2 =106 m.
YY?=124.228 m* ¥X4°=115.571 m? ¥X5? = 101.772 m?
TYX; = 119.750 m?  IYX, = 111.433 m? ¥X4X, = 107.690 m?

Partiendo de aqui construimos las siguientes cantidades en funcién de
las desviaciones con respecto a las medias aritméticas correspondientes,
que representaremos con letras minusculas:

[ sy?= 124.228 — % (1.052)2 = 1.260'89 m?
Tx2 = 115.571 — % (1.017)? = 650 m?
xo? = 101.772 - % (954)2 = 648 m?
< ZyXq = 119.750 — % (1.052)(1.017) =874 m?
ZyXo = 111.433 — % (1.052)(954) =-79 m?
\ TXqXg = 107.690 — % (1.017)(954) =-112 m?
Tenemos, pues, las siguientes matrices y determinantes:
-112 74
XX = 650 XY = 8
-112 648 -79

‘X‘X‘ =408.656 = 0,luego la matriz es invertible (regular,no singular), asi :

3 1 648 112 0'00158568 0'00027407
 408.656| 112 650 0'00027407 0'00159058

(X'X)!

que es la matriz inversa obtenida previo el calculo de la matriz adjunta
transpuesta, esto es, por aplicacion del método basado en el calculo del
determinante.

Por consideraciones tedricas acerca de los estimadores minimo
cuadraticos, tenemos que:

s | 13642327
l?z — B — (XtX)71XtY _ { '36 3 9:|
B, 011388140

y del mismo modo:



A

B, =Y =B, X1—B, X2 =116'9 — (136423279)(113) — (01138814 )(106) =
= -49'3297

que da la relacion estimada o ecuacion del plano de nivelacion optimo
ajustando los correspondientes coeficientes hasta las diezmilésimas:

Y =-49'3297 + 1’3642 X, + 0’1139 X;

Si ahora, a efectos puramente comparativos, aplicamos el método
de calculo establecido por nosotros a partir de la hoja Excel con
Solver, se tendra la ecuacion que sigue de las cotas definitivas (Z
=Ty):

Y =-49°3333 + 1°3642 X, + 0’1138 X,

que resulta practicamente igual que el anterior y que ofrece la siguiente
tabla que resulta de mayor precision:

Tabla 10. Cotas definitivas y correcciones (1V).

Estaca X1 Xz Yi Ti di = Yi - Ti
100 100 100 98,471 +1,529
104 99 106 | 103,814 +2,186
106 110 107 | 107,795 -0,795
111 126 120 | 116,437 +3,563
111 113 110 | 114,957 -4 957
115 103 116 | 119,276 -3,276
120 102 123 | 125,983 -2,983
124 103 133 | 131,554 +1,446
126 98 137 | 133,713 +3,287

TOTAL | 1.017 | 954 |1.052 |1.052,000| 0,000

OONO|N|RA|WIN| I~

Para tener una medida objetiva del grado de explanacion, en base a lo explicitado
en el capitulo 5 anterior, igualaremos en este caso a +20,00 m. la cota relativa
media o centro de gravedad de la parcela en estudio, cuyo valor resulta de dividir
la suma de las cotas iniciales del terreno natural por el nimero de vértices (1.052/9
= 116’889 m.), con lo que se tendra la siguiente tabla:

Cotas Cotas
- relativas | relativas d; 2 2
Vertices | i iciales | definitivas | (Yi-T) | 9 el
(Yi) (T3)
1 3,111 1,582 1,529 | 2,337 1,477
2 9,111 6,925 2,186 | 4,778 0,690
3 10,111 10,906 -0,795 | 0,632 0,058




23,111 19,548 3,563 | 12,692 | 0,649
13,111 18,068 -4,957 | 24,576 | 1,360
19,111 22,387 -3,276 | 10,731 | 0,479
26,111 29,094 -2,983 | 8,898 0,306
36,111 34,665 1,446 | 2,092 0,060
40,111 36,824 3,287 | 10,806 | 0,293
180,00 180,000 | +0,000 | 77,542 |y°=5,373

MO NOOHM

Obsérvese que en la tabla anterior hemos definido el d; = Y; — T; como diferencia
entre las cotas del terreno natural o iniciales y las definitivas que se deducen de la
aplicacion de nuestro modelo de explanacion. Ello es asi con el objetivo de
adecuarnos a la terminologia utilizada para el calculo de chi-cuadrado que
realizaremos a continuacion.

El error estandar o tipico de la estima de esta regresion maltiple (triple) vendra
dado por la expresion (véase el capitulo 5) con m = 2 variables explicativas
correspondientes a la abscisa y la ordenada de cada punto:

N
2% -TY [ 77542
= = [ ——— =3%59m

N-m-1 9-2-1
ParaN -1 =9-1 =8 grados de libertad, se tiene un x%s = 1’344, buscando en la
tabla de percentiles de la distribucion tedrica de probabilidad chi-cuadrado que
figura en el anexo 3. Al ser: x?=5’373 > 1’344 puede considerarse desde luego
inaceptable el volumen de explanacién a realizar en la parcela que nos ocupa en
base al estadigrafo utilizado. Ademas, en el caso de haber utilizado como centroide
0 cota relativa media de esta parcela el valor +10,00 m., los valores
correspondientes de las cotas T; que figuran en el denominador hubieran sido
menores, con lo que el cociente representado por la x* también hubiera resultado
mayor (aproximadamente el doble), o sea, de un valor préximo a 10°7.

Por otra parte, el “grado de explanacion” determinado, como ya se ha visto, por el
“coeficiente de contingencia” C derivado de la distribucion de probabilidad chi-
cuadrado (x?), vendra dado por la expresion:

2 1
c= |t = [ 233 _e1261%,
+N 537349

siendo N = 9 el nUmero de estacas o vértices de nivelacion considerado.

La suma de cuadrados debida a la influencia lineal de las

variables explicativas es:
at

B X'Y =1.183'3428



lo que ofrece el andlisis de la varianza (ANOVA) de la tabla de la pagina

siguiente:
Tabla 11. Analisis de la varianza (1).
Fuente de Suma de Grados de Media
variacion cuadrados libertad
X1y X 1.183’34 2 591’67
Residuo 77’55 6 12’93
Total 1.260°89 8

El valor resultante de F es:
F =59167/12'93 = 45’76

Con (2,6) grados de libertad, se tiene: Fyg; = 10°925, 0 bien Fys
= 5’140, o bien su valor intermedio: Fy.p5 = 7°260, lo que se
consigue consultando las tablas correspondientes del anexo 4, de
modo que entre estas tres variables o coordenadas del problema
existe una asociacion altamente significativa.

El analisis puede también realizarse por etapas y analizar la
contribucion separada de cada variable. En efecto, sea:

b4 = coeficiente de X4 en la regresidon simple de Y respecto a X,
b, = coeficiente de X, en la regresién simple de Y respecto a X,

Entonces, se cumplira que:

X
b, = Y% _ 874 44615
> xi 650
X —
b, = 2. 2 = 9 _ 0121914
> x2 648

La suma explicada de cuadrados debida solamente a la variable X, viene
dada por:

biZyxs = (1'344615)-(874) = 1.175'19

y, complementariamente, la suma explicada de cuadrados debida
solamente a la variable X, es:



boZyxs = (-0'121914)-(-79) = 963

De estas cantidades asi obtenidas podemos conformar las siguientes
tablas:

Tabla 12. Andlisis de la varianza (Il).

Fuente de Suma de Grados de Media
variacion cuadrados libertad
X 1.175'19 1 1.17519
Adicion de X, 815 1 815
X1y X, 1.183’34 2
Residuo 7755 6 12'93
Total 1.260’89 8
Tabla 13. Analisis de la varianza (lll).
Fuente de Suma de Grados de Media
variacion cuadrados libertad
Xo 9’63 1 9’63
Adicion de X; 1.173'71 1 117371
X1y X, 1.183'34 2
Residuo 7755 6 12'93
Total 1.260’89 8

La suma total de cuadrados debida a X; y a X,, segun la tabla 11, es
1.183'34. En la tabla 12 veamos que la suma de cuadrados de X, es
1.175°19 y el efecto adicional debido a la inclusion de X, lo hallamos por
diferencia entre ambos, que es 8'15. El efecto adicional de X, se prueba
luego mediante la razoén F,

F=815/12'93 = 0'63

con (1,6) grados de libertad, el cual resulta evidentemente no
significativo. La significacion de solo X, se puede probar
calculando la suma de cuadrados de los residuos para X;, o sea,

1.260°89 — 1.175°19 = 85’70 con 7 grados de libertad, lo que da
una media de 12°24. La razon F apropiada es, entonces:

F=1.17519/1224 = 96’01

con (1,7) grados de libertad, la cual si que resulta altamente
significativa.



Alternativamente, podemos construir la tabla 13, a continuacion de la
anterior. El efecto directo de la variable X, es evidentemente no
significativo y, por el contrario, el efecto adicional de la variable X; si es
altamente significativo.

El efecto neto (adicional) de las variables del problema planteado X; o X,
podria, complementariamente, haberse probado también utilizando la
expresion:

i=1
que se distribuye como una t de Student (Gosset) con n-k grados de
libertad, en que a; es el adecuado elemento diagonal de la matriz inversa

(X'X)™. Para B, tenemos, en la hipdtesis de cumplirse: B, = 0, que:

1'36423279

- — 9'5275
\J12'93 x +/0'00158568

puesto que Ze?(n-k) = 12’93, conforme se indica en la tabla 11, y
0’00158568 es el primer elemento y, en su consecuencia, el elemento
correspondiente a X;, en la diagonal principal de la matriz inversa (X'X)™".
Elevando al cuadrado la expresion anterior, tenemos que:
t? = 9077
El efecto adicional de X; de la tabla 13 viene dado justamente por:
F=1.17371/12'93 = 90’77

y las pruebas son, pues, exactamente equivalentes.

Ahora, calculamos un intervalo de confianza del 95 por ciento para (3, del
siguiente modo, teniendo en cuenta que un intervalo de confianza de un
100(1-e) por ciento para [, viene dado por la expresion:

. 1> el
Bi T ts/2 m\/?u

esto es:



13642328 +2'4469+/12'93 x 4/0'00158568

es decir:
B, € (1°0143,...,1°7141)

Como una alternativa de lo anteriormente expuesto, veamos que
el proceso de calculo que nos ocupa se puede iniciar partiendo del
. g . . . , . t .
origen cero y escribiendo la matriz simétrica X'X como sigue:

9 1.017 954
X'X=11.017 115.571 107.690
954 107.690 101.772

La desventaja de este nuevo enfoque, por lo menos cuando se
trabaja con sencillas calculadoras de bolsillo, es que la primera
fila y la primera columna de la matriz anterior contienen, por lo

general, elementos mucho mas pequefios que el resto de la matriz,
por lo que resulta dificil retener suficiente numero de cifras
significativas en todos los elementos en los calculos sucesivos a
realizar. Por supuesto, el empleo de una hoja de calculo adecuada
por ordenador puede resolver eficazmente el problema planteado.

5. EJEMPLO 4

Sea una parcela o porcion de terreno, en la cual se han tomado las
coordenadas relativas de los 12 puntos que se expresan en la tabla
siguiente y en la que, para mayor simplificacion del célculo, se
han obviado las cifras decimales de las coordenadas ajustandolas
a las enteras, asi:

Tabla 14. Coordenadas de los vértices de la parcela (lll).

, COORDENADAS RELATIVAS
VERTICES |y X, (m)] Y=X,(m) | Z=Y (m.)

1 57 8 64

2 59 10 71

3 49 6 53

4 62 11 67

5 51 8 55

6 50 7 58




7 55 10 77
8 48 9 57
9 52 10 56
10 42 6 51
11 61 12 76
12 o7 9 68

A continuacion, puede verse el plano altimétrico correspondiente en
planta sensiblemente alargada, con sus curvas de nivel dibujadas a una
equidistancia vertical de 1°00 m.:



Fig. 5. Planta curvada de la parcela (lII).

a) Estimese la ecuacion de regresion lineal multiple que
determina las cotas del plano éptimo definitivo de ajuste por
el método tradicional de los minimos cuadrados.

SOLUCION.
Puesto que n = 12 vértices o estacas, formaremos la siguiente tabla
auxiliar de calculo:



Tabla 15. Tabla auxiliar de calculo (1V).

Estaca | Y | X4 | X2 Y2 X2 [ X2|Y-X ; ))((‘
2 2

1 64 | 57 | 8 4.096 3.249 | 64 | 3.648 | 512 | 456
2 71159 | 10 5.041 3.481 [100| 4.189 | 710 | 590
3 53|49 | 6 2.809 3.401 | 36 | 2.597 | 318 | 294
4 67 | 62 | 11 4.489 3.844 [121| 4.154 | 737 | 682
5 55| 51| 8 3.025 2.601 | 64 | 2.805 | 440 | 408
6 58 | 50 | 7 3.364 2500 | 49 | 2.900 | 406 | 350
7 77 | 55 | 10 5.920 3.025 [100| 4.235 | 770 | 550
8 57 | 48 | 9 3.249 2304 | 81 | 2.736 | 513 | 432
9 56 | 52 | 10 3.136 2.704 (100 2.912 | 560 | 520
10 5142 6 2.601 1764 | 36 | 2.142 | 306 | 252
11 76 | 61 | 12 5.776 3.721 |144| 4636 | 912 | 732
12 68 57| 9 4.624 3.249 | 81| 3.876 | 612 | 513
TOTAL 753|643 /106 48.139 34.843 (976 | 40.830 | 6.796 | 5.779

Las ecuaciones normales seran:

KZY=b1.23'n+b12.3'2X1+b13.2'ZX2

< ZY - Xi=bygg X+ bz T X2+ byza - T XXy

(ZY X2=D1g3 T X+ D12z XXz + Digz- 2 X5

que, substituyendo los valores obtenidos en la tabla anterior resulta el

sistema:

( 753 =byo3 12+ byr3- 643 + b3 - 106

L 6.796 = b1.23 - 106 + b12.3 - 5.779 + b13.2 - 976

< 40.830 = bq.3 - 643 + byp.3 - 34.843 + b3, - 5.779

Resolviendo el anterior sistema de ecuaciones por aplicacion de la
conocida Regla de Cramer se obtienen los siguientes coeficientes de
regresion lineal:

bio3=3,6512; by3=0,8546; b4z, =1,5063;

con lo que la ecuacion de regresion pedida del plano de nivelacion
adoptara la configuracién analitica siguiente:

Y =3,6512 + 0,8546 - X, + 1,5063 - X;

con lo que se da cumplida respuesta a la cuestion planteada.



b) Estimese la misma ecuacion de regresion lineal multiple del plano optimo de
nivelacién por aplicacion del método presentado en este libro, asi como el
correspondiente “grado de explanacion”.

SOLUCION.

Si ahora, a efectos puramente comparativos, aplicamos el método

de calculo establecido por nosotros a partir de la expresada hoja

Excel con Solver, que venimos desarrollando en el presente libro

mediante numerosos ejemplos, se tendra la siguiente ecuacion de
las cotas definitivas (Z = T)):

Y = 3’6540 + 0’8545 - X, + 1°5066 - X,
que resulta mas ajustada que la determinacion anterior, sin duda con
mayor simplicidad de calculo, y que ofrece la siguiente tabla de

discrepancias o correcciones de las cotas taquimétricas inicialmente
levantadas:

Tabla 16. Cotas definitivas y correcciones (V).

Estaca X1 Xz Y Ti di = Yi - Ti
1 57 8 64 64,413 -0,413
2 59 10 71 69,136 +1,864
3 49 6 53 54,564 -1,564
4 62 11 67 73,206 -6,206
5 51 8 55 59,286 -4,286
6 50 7 58 56,925 +1,075
7 55 10 77 65,718 +11,283
8 48 9 57 58,229 -1,229
9 52 10 56 63,154 -7,154
10 42 6 51 48,583 +2,417
11
12

TOTAL

61 12 76 73,858 +2,142
57 9 68 65,920 +2,080

643 106 | 753 | 753,000 | +0,000

Para tener una medida objetiva del grado de explanacion, en base a lo explicitado
en el capitulo 5 anterior, igualaremos a +20,00 m. la cota relativa media o centro
de gravedad (centroide) de la parcela en estudio, cuyo valor resulta de dividir la
suma de las cotas iniciales del terreno natural por el numero de vértices (753/12 =
62’75 m.), con lo que se tendra la siguiente tabla:



Cotas Cotas
o relativas | relativas d; 2 2
vertices | iciales | definitivas | (Y;i-T) | 9 £l
(Yi) (T3)
1 21,25 21,663 -0,413 | 0,171 0,008
2 28,25 26,386 1,864 | 3,476 0,132
3 10,25 11,814 -1,564 | 2,446 0,207
4 24,25 30,456 -6,206 | 38,509 1,264
5 12,25 16,536 -4,286 | 18,372 1,111
6 15,25 14,175 1,075 1,155 0,081
7 34,25 22,968 11,283 |127,295| 5,542
8 14,25 15,479 -1,229 | 1,511 0,098
9 13,25 20,404 -7,154 | 51,180 2,508
10 8,25 5,833 2,417 | 5,844 1,002
11 33,25 31,108 2,142 | 4,589 0,148
12 25,25 23,170 2,080 | 4,327 0,187
> 240,00 240,000 | +0,000 |258,877 |x*=12,288

Observese que en la tabla anterior hemos definido el d; = Y; — T; como diferencia
existente entre las cotas del terreno natural o iniciales y las definitivas que se
deducen de la aplicacion de nuestro modelo de explanacion. Ello es asi con el
objetivo de adecuarnos a la terminologia utilizada para el calculo de chi-cuadrado
que realizaremos a continuacion.

El error estandar o tipico de la estima de esta regresion multiple (triple) vendra
dado por la expresion (véase el capitulo 5) con m = 2 variables explicativas
correspondientes a la abscisa y la ordenada de cada punto:

N
SY-TY ormar

= _ 258877 _536m.

N-m-1 12-2-1
ParaN-1=12 -1 =11 grados de libertad, se tiene un x%s = 2’603, buscando en la
tabla de percentiles de la distribucion tedrica de probabilidad chi-cuadrado que
figura en el anexo 3. Al ser: y?=12’288 > 2’603 puede considerarse desde luego
inaceptable el volumen de explanacion a realizar en la parcela que nos ocupa en
base al estadigrafo utilizado, al igual que sucedia con la parcela del ejemplo
anteriormente desarrollado. De haber empleado una cota media relativa o

centroide de +10°00 m., el valor resultante del estadigrafo x? seria
aproximadamente el doble, o sea, 24°5.

Por otra parte, el “grado de explanacion” determinado, como ya se ha visto, por el
“coeficiente de contingencia” C derivado de la distribucion de probabilidad chi-
cuadrado (x°), vendra dado por la expresion:

2 '
c= | X o | 12288 4742799,
x°+N 12'288 +12




siendo N = 12 el nUmero de estacas o vértices de nivelacion considerado.

Comparando los valores obtenidos de y?, S,y Y C para esta parcela y la
del ejemplo anterior, se observa que en este segundo caso la
explanacion a efectuar resultara todavia mayor y por tanto muy
desfavorable, exigiendo un mayor movimiento de tierras, tanto de
desmonte como de terraplén, con el incremento de coste
correspondiente.

c) Calcular las desviaciones tipicas o standard de las tres
coordenadas del problema.

SOLUCION.

12
2
&Y Y :\/48.139_(753

2
j =8'6035 m. (cota taquimétrica)

S, =
n n 12 12
2 12 2
X; X, 2
. . 34.843 (643
s, = |[H—-| & = —~ =5'6930 m. i
2 S - \/ 12 (12) (abscisa)
i , 12 2
X3 X, 2
: : 976 (106
s, = |[FT—H=-| & =, —-|—| =18181m.
3 - - \/12 (12) (ordenada)

d) Calcular el coeficiente de correlacion multiple de Y (cota)
sobre las restantes coordenadas X; (abscisa) y X, (ordenada),
asi como los restantes coeficientes de correlacion multiple
entre las otras variables y sus correspondientes coeficientes
de determinacion o criticos.

SOLUCION.

_{1 (64—64'413)2+...+(68—65'920)2/12T2_{1 2162
123 — - -

1/2
_£20% 1 ~08418
(64 —62'749) +... + (68 —62'749)? /12 73'96}



Este coeficiente, cuyo valor oscila entre 0 y 1, resulta bastante elevado
en nuestro caso e indica la existencia de una correlacion grande entre las
tres coordenadas del problema planteado, hecho que intuitivamente
podriamos haber adelantado. Cuanto mas préximo estuviera de 0O la
relacion lineal seria peor (lo que nos induciria a buscar otros ajustes no
lineales como los relacionados en otros apartados de este mismo libro) y
cuanto mas préximo a 1 seria mejor (si dicho coeficiente alcanza el valor
1 dicese, en tal caso, que la correlacion es perfecta).

Noétese también que dicho coeficiente de correlacion multiple es mayor
que cualquiera de los coeficientes de correlacion lineal ri, y rq3. Esto
ocurre siempre y es un hecho que cabia esperar, puesto que se tienen
en cuenta variables independientes adicionales adecuadas, llegandose a
una relacién mejor entre las variables o coordenadas del problema.

Su valor también puede determinarse teniendo en cuenta que:

Variacién total = 48.139 — 12 x 62'749° = 889'76 m* (258’88 + 630'88)

Variacién no explicada = (64 — 64'413)? + ... + (68 — 65'920)? = 258’88 m?
Variacion explicada = 889’76 — 258'88 = 630’88 m?

De aqui se deduce que:

R.,3 = /630'88/889'76 = 0’8418, c.s.q.d.

A partir del conocimiento de los coeficientes de correlacion lineal entre
las variables o coordenadas, tomadas dos a dos, también se puede
calcular dicho coeficiente de correlacion multiple aplicando la siguiente
formula:

2 . .2
R _\/r12 + 03 = 20,050
123 = > =
1-r,

=0'8418

~ \/(0'8196)2 +(0'7698)? —2(0'8196)(0'7698)(0'7984)
- 1-(0'7984)?

cuyo valor, como puede observarse, coincide exactamente con el
anteriormente calculado por cualquiera de las formulaciones anteriores.

Su coeficiente de determinacidn multiple de Y sobre X; y X; es:

R2,.,;= 0'8418% = 0’7086



lo que significa que casi el 71% de la variacion total de la cota

taquimétrica se explica por medio de la ecuacion de regresion
hallada.

Del mismo modo, se calcularan los restantes coeficientes de correlacion
y de determinacion multiple, esto es:

2 .2
R _\/rm + 155 — 250300 _

213 — 2
1-r5

=0'8606

~ \/(0'8196)2 +(0'7984)% — 2(0'8196)(0'7698)(0'7984)
- 1-(0'7698)?

R2,.,3= 0’8606 = 0’7406

2 . .2
R _\/rm + 05 —2050alhs

312 — 2 =
1-1),

=0'8234

~ \/(0‘7698)2 +(0'7984)% — 2(0'8196)(0'7698)(0'7984)
- 1-(0'8196)?

R%;.1,= 0'8234% = 0°'6780
Los resultados anteriores ponen de manifiesto el hecho de que, en
general, dichos coeficientes multiples no tienen por qué ser
necesariamente iguales, cuestion ésta que puede demostrarse
tedricamente.

e) Calcular los tres coeficientes de correlacion parciales lineales.

SOLUCION.

o =T33
M23 = 172 (1)
(1-r2)-(1-r2)]

Siendo 15, 113 y 123 los coeficientes de correlacion lineal entre las
variables. Veamos que se calculan mediante las férmulas:

o > YX -3 YS X, 2)
YT Y =Y T X, - (X, ]

Substituyendo valores tenemos:




12-(40'830)—-753'643

r, = —~0'8196
[(12:48139 — (753)7)-(12:34.843 — (643)? |

1/2

Analogamente se hallan ry3, poniendo en la férmula (2) X, en lugar de X,
y nos da un valor de 0’7698 y r,3 poniendo en la formula (2) en lugar de
Y, X,. Y tenemos un valor de ry; = 0'7984.

Con estos tres valores entramos en la férmula (1) y tenemos el
coeficiente de correlacion parcial entre Y y X4, considerando X, constante
y es rp3 = 06334. Del mismo modo calculamos los restantes
coeficientes, a saber: ry3,= 03346 y ry3.4 = 0'4580.

Disponiendo los coeficientes de correlacion ajustados hasta las
centésimas en una tabla comparativa veremos lo siguiente:

ro,=082 .. rio3 = 0’53
rs = o777 ... 320 = 0’33
M3 = 0’80 ... 3.4 = 0’46

Observamos que en los tres casos, al obligar a que una variable sea
constante la correlacion entre las otras dos coordenadas disminuye
ostensiblemente.

f) Calcular el error tipico de la estima o standard.
SOLUCION.

De la tabla anterior se tiene que:

— 4'6447 m.
12

- \/(—0'413)2 +18642 + ...+ 2082

El error tipico de la estima de la poblacién de puntos del terreno que
ahora nos ocupa, que posee propiedades analogas a las de la desviacion
tipica o standard, viene calculado, como ya hemos visto, por la
expresion:

§1.23 = 'w n /(n - 3)'81.23 = 5'36 m.

A similar resultado, sin duda alguna, se habria llegado de haber aplicado,
para la resolucion del problema planteado, la siguiente férmula
alternativa:



2 2 2
s - S, X \/1 —lp =l =My + 2r12r13r23 _
123 — 21 2 =
1-15

, 1-0'81962 — 0'76982 — 0'79842 + 2(0'8196)(0'7698)(0'7984)
= 80035 1-0'7984>2 -

=4'6447 m., c.s.q.d.

al que habria que aplicar la correccidn correspondiente para obtener el
pretendido S.,;. En cualquier caso, el valor obtenido con estas

formulaciones es el mismo que el deducido en el apartado anterior b),
como no podia ser de otra manera.

6. EIEMPLO 5

En la practica de la explanacion de terrenos, con independencia de la
busqueda del plano éptimo de nivelacion, suele aparecer con frecuencia
la condicion de que el plano buscado pase precisamente por un punto
previamente determinado a efectos constructivos, urbanisticos o
estéticos. Pues bien, para la resolucién de este tipo de problemas, o de
otros parecidos, puede resultar interesante la consideracion del presente
ejemplo.

Por el punto de coordenadas (Xq, Yo, Zo) S€ quiere trazar un plano que
forme con los planos coordenados un tetraedro de volumen minimo.
Hallar la ecuacion de dicho plano.

SOLUCION.

La ecuacion del plano pedido se puede escribir del siguiente modo:

X Y Z
+ +
a b c

X0
a b c

Considérese que el volumen pedido es:

V = l[1ab Cc= labc
3.2 6



donde a, b, ¢ son las variables que se obtienen aplicando el
método de los operadores o multiplicadores de Lagrange.
Formemos, pues, la funcion de Lagrange que debemos minimizar
con condiciones, a saber:

L(a,b,c)zlabc+x X—°+y—°+z—°—1
6 a b ¢

con lo que (condicion necesaria o de primer grado):

I =tbe-Xo_g; Ly=tac- Mo, olap 220
6 a 6 b 6 o}
de donde se obtiene:
Xo _abc y, _abc  z, abc
a 6L b 6L c 6

y cOmo

se tiene

de donde se obtiene
a = 3Xo, b= 3y0, c =3z

y, por tanto, la ecuacion pedida del plano sera:

X Y z
+ + =1
3x, 3y, 3z,




La condicién suficiente o de 2° grado implica la formacion del
determinante funcional hessiano orlado relevante que nos confirma que
se trata, efectivamente, de un minimo. Esta comprobacion Ila
proponemos como interesante ejercicio recapitulatorio a nuestros
amables lectores.

Del mismo modo, se deduce que el valor del operador de Lagrange es:

) = a’bc  (9x3)3y,3z, 81X,YozZ,  27X4Y0Z,
6X, 6X, 6 2

Y el volumen pedido sera:

V= 1abc _ 27X,Y 02, _ 9X,YoZ, e
6 6 2
y entonces:
V=2
3

Si ahora aplicamos los conceptos tedricos anteriormente expresados al
ejemplo de la parcela real del capitulo anterior, se desea, v. gr., que el
plano de nivelacion (o de relleno) en cuestion pase por el punto 1 de
coordenadas:

(108 = xo, 52 = yo, 2°241 = 7)
Dicho plano sera el siguiente:

X N Y N Z
3x108 3x52 3x2'241
324 156 6'723

X+2°077-Y +48°193-Z =324 ; o sea:
X+2077'Y +48°193:2-324=0

Los puntos de corte de este plano con los tres ejes coordenados
seran:

- Corte con el eje Z:




} Cuando X=0

— S z-_32% _ 5723 m.
48193

Al respecto, puede verse la figura tridimensional de la pagina
siguiente:



(Lvz.2'zs's0L)

ezi9'0'0)

Fig. 6. Tetraedro de volumen minimo.



- Corte con el eje X:

Cuando Y =0
> X =324 m.
Z=0
- CorteconelejeY:
} Cuando X=0
|:‘> _ _ 324
Z=0 Y 2077 156 m.

En este caso, el tetraedro completo de relleno tendra un volumen
minimo de:

_ 9'Xo';’0'zo _ 9><108X§2X2241 ~56.634'55m”,

\Y,

aunque en el dibujo de la figura anterior se ha considerado
Uunicamente aquella parte del mismo que se proyecta
ortogonalmente sobre la parcela o terreno en estudio.

Veamos ahora las coordenadas cartesianas rectangulares de los
vértices del cuadrilatero determinado por la malla o red construida
sobre la parcela objeto de nuestro estudio. En efecto:

Punto 11

324 m.— 6’723 m.
108m.— x ; x=2241; 6723 — 2241 = 4482 m.
5 (108,0,4°482)

Punto 5

156 m. — 6’723 m.
52m. — x ; x=2241; 6’723 -2°241 = 4’482 m.



5 (0,52,4°482)
Punto 1 —> (108,52,27241)

Punto 15 — (0,0,6°723)

4482><2+i241+6723 — 47482 m.
que se corresponde exactamente con la cota taquimétrica del
centro de gravedad o de masas del terreno en estudio (punto o
vértice 8). En efecto, en dicho punto, con X =54 m.e Y =26 m.,
se tiene que:

Cota media de la malla o red:

 324-X-2077Y 32454 -2077-26

218193 28193 =4’482 m. , c.s.q.d.

De este modo, la porcidn del anterior tetraedro comprendida bajo
la parcela de terreno que nos ocupa, ocupara un volumen de:

V’ =108 x 52 x 4’482 =25.170°91 m’ ,

que supone un:

lx100 _25.170'91

=——————x100 =44'44%
Vv 56.634'55

del volumen total del tetraedro minimo.

Pendientes del bancal:
Las pendientes transversal y longitudinal del plano definitivo de nivelacion de la

parcela que nos ocupa, en el caso del tetraedro de volumen minimo, vendran dadas
respectivamente por:

Pi=(2'241/52) - 100 = 4’310%
P,=(2'241/108) - 100 = 2°075%

Del vértice 1 al 15 existe un desnivel de AZ = 4’482 metros por una
distancia rectilinea diagonal de:



D, =+108% +522 =120 m. ,

con lo que dicha linea tendra una pendiente de: (4’482/120)-100 =
3'735%.

De este modo, las lineas de maxima pendiente de esta parcela, una vez
nivelada, seran:

P, = V4312 + 20752 = 4'783% (maxima pendiente)

y pueden verse dibujadas en el grafico siguiente:

Lineas de niw_e_l_

11 / [ : /13 14 15

6 7/ 9 10
4'31%
™~
~
\\
1T/ 2 3 4 / 5

Lineas de maxima pendiente

Fig. 7. Lineas de nivel y maxima pendiente de la parcela nivelada (tetraedro de volumen
minimo).

Por cierto que uno de los debates mas tradicionales, por lo que se refiere
calculo de la pendiente de un terreno, es si a la hora de medir 1 m. es
correcto hacerlo sobre el terreno realmente recorrido, o si se debe tomar
1 m. de avance sobre la horizontal del terreno, o sea, sobre la proyeccion
ortogonal del terreno sobre un mapa.

Tomando el método mas purista y exacto, segun los topografos y
geografos, se debe tomar el metro recorrido sobre la horizontal, esto es,
la base del triangulo que forman la distancia recorrida por el operador
(que seria la hipotenusa), la altitud ascendida (que seria el cateto



opuesto) y la distancia sobre el mapa (que seria el cateto contiguo). La
pendiente es la relacion que existe entre el desnivel que debemos
superar y la distancia en horizontal que debemos recorrer, lo que
equivale a la tangente del angulo que forma la linea a medir con el eje
OX, que seria el plano. La distancia horizontal se mide en el mapa. La
pendiente se expresa en tantos por ciento, o bien en grados
sexagesimales.

Para calcular una pendiente en tantos por ciento basta con resolver la
siguiente regla de tres: “Distancia en horizontal es a 100 como distancia
en vertical es a X”, o sea:

Distancia en vertical - 100/Distancia en horizontal = Pendiente (%)
Para calcular la pendiente expresada en grados basta entonces con
resolver el triangulo rectangulo con los dos catetos conocidos. Esto es:

Tangente A = Altura/Distancia

Un angulo de 45° implica una pendiente del 100%, ya que cada 100
metros en horizontal se recorren 100 metros en altura. Cuando medimos
una distancia en el mapa lo hacemos sobre una superficie plana. La que
medimos en el mapa se llama distancia planimétrica o reducida, que no
es otra cosa que la proyeccion ortogonal en el mapa de la distancia real.
La distancia planimétrica coincide con la real solo si en la realidad hay
una llanura, pero si hay una pendiente la diferencia entre la distancia real
y la planimétrica puede ser notable.

Para calcular la distancia real debemos hallar el valor de la hipotenusa de
un tridngulo rectangulo. El valor de un cateto es la distancia en metros
entre dos puntos; el valor del otro cateto es el valor en metros de la
diferencia en altitud entre los dos puntos del terreno. La distancia real o
natural es pues:

P=h?+a’; r=vh’+a’

Donde:

r = distancia real o natural.
h = distancia horizontal o reducida en la realidad entre los dos puntos.
a = diferencia de altura o desnivel en la realidad entre los dos puntos.

Para medir la distancia existente entre dos puntos del mapa en linea
recta basta con usar una regla, un escalimetro o bien nos la proporciona
directamente el CAD u otras aplicaciones usuales. Pero en un plano real
pocos trazados son rectos. Para medir manualmente trazados sinuosos
entre dos puntos se pueden usar dos métodos diferentes: uno



rudimentario, que consiste en colocar un hilo sobre el recorrido y luego
medir la longitud del hilo; el otro es usando un instrumento creado
especialmente para esto, llamado “curvimetro”.

Lo mismo que ocurre con las distancias, una superficie cualquiera del
terreno, al venir representada por su proyeccion ortogonal sera en
general, salvo en el caso de tratarse de un superficie perfectamente
plana y horizontal, de mayor extensién que la expresada en el plano
correspondiente. A esta ultima se la conoce como superficie agraria 'y es
la Unica que hemos de considerar a estos efectos.

OO T~

CAPITULO 8
TUTORIAL

1. AJUSTE LINEAL
1.1. Consideraciones previas

Aqui se muestra un ejemplo de como utilizar paso a paso el Solver del
Microsoft Excel® para encontrar la funcién lineal que mejor se ajusta a
una serie de datos con dos variables independientes (esto es, la
llamada “regresién multiple” que, en nuestro caso, es triple). Ha sido
extraido del anterior capitulo 6 de este mismo libro, a partir de una
publicacién del antiguo Instituto Nacional de Colonizacién (INC), citada
en la bibliografia. El ejemplo debe servir, a mayor abundamiento, para
que se infiera como realizar un procedimiento analogo si ya no es una
relacion lineal sino que es polindbmica, potencial, logaritmica,
exponencial, etc.

Supongamos que tenemos las siguientes mediciones de las coordenadas
de diversos puntos de la malla o red de un terreno a nivelar o explanar
(en este caso del centro de la cuadricula), obtenidas con el instrumento
correspondiente (taquimetro, nivel, estacién total, GPS, ...):

Tabla 1. Coordenadas de los vértices de la parcela.

Vértices X1 X2 Yi
1 162,5 112,5 23,04
2 137,5 112,5 25,02
3 112,5 112,5 26,22
4 87,5 112,5 22,80




5 62,5 112,5 25,27
6 37,5 112,5 25,51
7 12,5 112,5 22,91
8 162,5 87,5 24,61
9 137,5 87,5 26,90
10 112,5 87,5 26,55
11 87,5 87,5 21,61
12 62,5 87,5 23,94
13 37,5 87,5 23,20
14 12,5 87,5 22,04
15 162,5 62,5 30,22
16 137,5 62,5 29,12
17 112,5 62,5 26,80
Vértices X X, Y;
18 87,5 62,5 22,22
19 62,5 62,5 24,81
20 37,5 62,5 24,02
21 12,5 62,5 22,80
22 162,5 37,5 31,63
23 137,5 37,5 28,60
24 112,5 37,5 24,93
25 87,5 37,5 23,50
26 62,5 37,5 25,70
27 37,5 37,5 24,66
28 12,5 37,5 22,59
29 162,5 12,5 29,10
30 137,5 12,5 25,11
31 112,5 12,5 23,50
32 87,5 12,5 25,13
33 62,5 12,5 24,66
34 37,5 12,5 23,81
35 12,5 12,5 22,22

, donde a los efectos de los trabajos topograficos, dichas variables se
corresponden con las tres coordenadas: X; = X, X, =Y, Y = Z, que
pueden ser absolutas UTM o bien relativas al objeto de simplificar los
calculos subsiguientes.
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Fig. 1. Planta de la cuadricula.

La funcion a la que se desea ajustar, si se trata de un plano de
nivelacion, es del tipo: Y = a +b-X; + ¢-X,, pero podria ser también de
cualquier otro tipo (superficie alabeada, cuadrica, logaritmica,
exponencial, potencial, etc.). Cabe, entonces, hacerse la siguiente
pregunta: ¢como se sabe a qué tipo de funcion matematica se debe
ajustar por el método de los minimos cuadrados?. Una forma de
hacerse una idea de ello es graficar cada variable independiente con la
variable dependiente (cada X con la Y), y segun la forma que exprese
cada grafica se puede inferir la forma de la funcién. Nuestro problema se
reduce entonces a encontrar los valores de a, b y ¢ de tal manera que se
minimice el error o coste que, en nuestro caso, representa el monto del
volumen del movimiento de tierras a efectuar (desmonte y terraplenado),
y ello lo podemos expresar como: Error = Yd;? = Sumatoria (Y-Yi)2 El
cuadrado es para que el error dé siempre positivo, e Y es el valor
calculado final (el que resulta de efectuar la operacién: a + b-X; + ¢-X;) e
Yi es la medicion i-ésima que expresa las diferentes cotas taquimétricas
de los puntos de la malla o red planteada sobre el terreno a explanar.

1.2. Aplicacidén de la hoja de calculo Excel con Solver

Primeramente, hagamos el formato tal como se ve en la figura siguiente:



A B C E F
1 A B C
2
3
4 K=KX1 Y=K2 I=Yi Error Errort2
] 162,59 112,5 23,04
5] 137.5 1125 26,02
7 1125 1125 26,22
] 875 1125 228
9 62,5 1125 2627
10 375 1125 2651
11 1256 1125 2291
12 1625 a7.8 24,61
13 1374 875 26,9
14 112,85 87,5 26,55
15 37,5 87,5 21,61
16 62,5 87,5 23,94
17 375 87.5 23,2
18 12,5 87.5 22,04
19 1625 62,5 30,22
20 137.5 62,5 2912
21 1125 62,5 26,8
22 875 62,5 2222
23 62,5 625 2481
24 375 625 24102
25 12,5 62,5 2248
26 162,45 37.5 31,63
27 1375 375 286
28 12,5 37,5 24,93
29 87,5 375 23.5
30 62,5 37.5 25,7
31 37,5 375 24,66
7] 12,5 375 22,59
33 162,58 12,5 29,1
34 1374 12,5 25,11
35 1125 12,5 234
36 87.5 12,5 25113
a7 62,5 12,5 24 66
a8 375 12,5 23,81
39 12,5 12,5 22,22

Las celdas A2, B2, C2 se corresponderan con los valores buscados de a,
b y c. El meollo del asunto estriba en escribir una formula en la columna
D que esté en funcién de A2, B2, C2 y de cada valor que vayan tomando
las variables o coordenadas X; y X, que se encuentran en la columna Ay
B después de la fila 5.

Si se tuviera otra funcién cualquiera de las muchas contempladas en la
teoria del presente libro, los parametros adicionales se escribirian a la
derecha de la Cy la formula de la columna D (o la columna
correspondiente) cambiaria segun la funcidn pero lo demas seria

exactamente igual.

La formula de Y sera:

siendo:

D5 = $A%$2 + $B$2*A5 + $C$2*B5




a = $A%2
b=$B$2
X1=A5
c=9%C$%2
X,=B5

Notese que para los valores a, b, y ¢ se uso la doble expresion $$ para
denotar que la referencia no cambiara para ninguna celda donde se
copie y pegue la férmula en cuestion; en cambio para X4 y X, no ha sido
asi.

La férmula se debe copiar y pegar (o arrastrar) a las celdas D6, D7 y D8.
Para la columna E la formula es la diferencia existente entre Y e Y;, o
sea: E5 = C5 - D5, y se copia y pega (o se arrastra) para las demas hacia
abajo. En la columna F, la férmula sera la columna E al cuadrado, esto
es: F5 = E5"2.

En la celda F9 se dejara el cuadrado de la suma de los errores o
discrepancias entre los valores de las cotas iniciales del terreno natural y
las resultantes del proceso de calculo que aqui se presenta, y esa sera
precisamente la celda cuyo valor nos interesa que alcance un valor
minimo.

La pinta resultante debe ser estructurada como la que se presenta a
continuacion:



A B C D | E F |

1 A B C

2

3

4 HK=x1 =X2 =Y Y Error Error*2

5 162,5 112,5 23,04 1] 23.04] 5308416
B 137,56 112,56 25,02 1] 2502] 6260004
7 1125 1125 26,22 0 26,22 687 4884
8 875 112,5 228 0 22,8 519,84
9 625 112,5 2527 1] 2527 6385729
10 37,48 112,56 25 51 1] 25,51 650,7601
11 125 1125 22,91 0 2291 524 8681
12 162,5 875 24 61 1] 24 B1 6056521
13 137,58 ars 2649 a 26,9 723,61
14 1125 ars 26,55 0 2655] 70449025
15 875 875 21,61 1] 21,61 4669921
16 625 ars 23,94 a 2394| 45731236
17 375 875 23,2 0 23,2 538,24
18 1256 875 22,04 a 2204| 4857616
19 162,5 625 30,22 a 30,22 9132484
20 137,56 h25 2912 1] 2912| B47 49744
21 1125 B2 5 268 0 26,8 718,24
22 87,5 625 22,22 1] 2222 4937284
23 f25 625 24 81 a 2481 A15,5361
24 3Th B25 24,02 0 24 02 5769604
25 125 625 228 1] 228 519,84
26 1625 75 31,63 a 31,63] 10004569
27 137,56 375 23,6 0 28,6 817 96
28 1125 375 2493 a 24 93] 6215049
28 87,5 375 235 a 235 552,25
30 625 375 25,7 0 25,7 G049
i} 375 375 24 BA 0 24 66| BOB1156
32 125 75 22,59 1] 2259 5103081
N33 1625 125 281 a 241 246,81
34 1375 125 2511 0 25,11 6305121
35 112,5 125 235 1] 23,5 552,25
36 87,8 12,5 2513 1] 25131 63151649
37 625 125 24 6B 0 24 66| BOB1156
38 375 1258 23,81 1] 2381 566,9161
38 12,5 12,5 22,22 a 2222 4937284
40 Suma 22063116

Luego, una vez obtenida la tabla anterior, se debe invocar el Solver del
Excel haciendo “click” en “Herramientas” y luego en “Solver” (si no
aparece habra que buscarlo en la opcion de “complementos” del mismo
menu), y le indicaremos que deseamos minimizar el valor de la celda F9
cambiando el valor de las celdas A2, B2 y C2, tal como se ve en la

siguiente figura:

Parametros de Solver

Celda objetivo:

eF o

Valor de la celda objetivo:

£ Maximo ' Minimo

—_ambiando las celdas

=%

" Walores de: ||:|

[5ag2:4c42

—5ujetas a las siguientes restricciones:

:‘J Estirnar |

2 x|

Resolver
Cerrar |

Opciones. .. |

Cambiar. .. I

Restablecer kodo |

j Eliminar I

Awvuda |




Entonces hacemos “click” en resolver y se tendra la siguiente pantalla:

A i b E F G = il i i i L

2 | 22,924713| 0,0310972] -0,0104457]

3

4 H=x1 Y=K2 =Y Y Error Error"2

5| 1825 112.5 23.04 | 26.802858] -3.7628581| 14,159107

3] 1375 112,45 25,02 26,025429] -1,0054293( 1,0108881

7 1136 T12.5 76,00 | 25.248001] 0.6719554] 00447620

] 87.5 1125 228 24,470572) -1,6705718] 2,7808101

9 62,5 112,5 25,27 23,683143] 1,5TEE5T7| 2456472

10 375 1125 2551 22915714 25942858 6,7303186

11 125 T12.5 32.01 | 221368265 0.7717145] 05055433

1l 162.5 87,5 24,61 27,064001] -2,4540007| 6,0221193

13 1375 B75 768 | 26286572 06134281 0376294 2l x|
1; 1;72,'55 g;.g 315':15 g??g?;ﬁ -131031021552 9?7221333: Solver ha llegado a esta salucidn, Se han satisfecha todas las restricciones.
16 62,5 87.5 23,94 23,954286] -0,0142856( 0,0002041

17 375 875 733 73.176857| 0,0231433| 00005356

18 135 78 73.04 | 22.300438| -0358478] 0.1291685

19 162,5 62,5 30,22 27,3251432| 2.8948563| 8,3801957 i

20 1375 62,5 2012 26,547714] 25722855 B 6166529 " Restaurar valores originales

21 112,5 62,5 26,8 25,770286] 1,0297143[ 1,0603116

22 ars 62,5 22,22 24,952857| -27728569| 7 6887354 Aceptar | Cancelar Guardar escenario... Ayuda I
23 62,5 62,5 24,91 24,215428] 0,5945719] 0,3535157

AL 525 7407 | 23.437909] 0.5620006] 03387247

25 125 62,5 228 22,660571] 0,13%4294| 0,0194406

26 1625 37,5 31,63 27,586286| 40437142 16,351625

27 1375 375 28,6 26,808857] 1,791143[ 3,2081832

28 1125 75 7303 | 26.031428| -1.1014283] 1.2131443

29 875 37,5 23,5 25,253998| -1.7539995| 3,0765142

a0 625 37,5 25,7 24 476571 1,2234293] 1 4967792

L 376 74.66 | 73.600147| 0.8608581] 0,5232487

32 125 37.5 72,59 32.921713| -0,3317132] 0,1100336

33 1625 12,5 29,1 27,847428] 1.,2525716| 1,6689357

34 137.5 125 2511 27,07] -1,9599996| 38415984

35| 1125 12.5 735 76.202571| -2,7025708| 1,7084518

36 875 12,5 2513 25,515142] -0,385142| 0,1493344

37 625 125 7466 | 28737713 -0.0777133] 0.0060304

38 375 12,5 2381 23,960284] -0,1502845] 0,0225854

39 125 12,5 22,22 23,182856] -0,9628557 | 0,9270911
40 | Suma 1112749

Asi pues, se obtienen los siguientes coeficientes en la ecuacion del plano
definitivo del bancal (ajustando a tres decimales, o sea, con precision

milimétrica):

A
B
C

22'92471
0’0311
-0'01045

De esta suerte, la expresidon general del plano resultante sera:

0°0311-X - 0°01045-Y — Z + 22°92471 =0

con lo que para hallar las cotas taquimétricas definitivas de los 35

vértices despejaremos:

Z=22'92471 + 0'03110-X - 0°'01045-Y

A resultas de lo anterior, obtendremos dichas cotas definitivas en la siguiente tabla que
realizaremos también con el excel siguiendo estos pasos.



Primero suprimiremos las columnas E y F que nos servian para hacer el calculo anterior
y que ahora ya no resultan necesarias. A continuacion, se designa la columna E para el

calculo de las cotas definitivas Z mediante la formula:

Arrastramos la férmula para toda la columna y reducimos las cifras decimales a tres.

E5=22,92471+0,0311*A5-0,01045*BS5.

Debemos, entonces, obtener inmediatamente la siguiente pantalla:

A B & D | E
1 A B &
2 | 22,924713] 0,0310872] -0,0104457
3
4 W] V=32 =i v 7
5 162,5 1125 23,04 26,802858 26,803
B 137,5 1125 25,02 26,025420 26,025
7 112,58 1125 26,33 25, 248001 256,748
5 87,5 1125 228 24 4705732 24, 470
5 52,5 1125 2527 23,603143 23,693
10 375 1125 2551 22916714 22,915
11 12,5 1125 22,91 22,138285 22,138
12| 1625 87.5 24 B 27 064001 27 064
13 1375 87,5 26,9 26, 286572 26,787
14 1125 87,5 26,55 25 508143 25 509
15 87,5 87,5 21 61 24731714 24,732
16 62,5 87,5 23,94 23,054286 23,354
17 375 87,5 23,2 23176857 23177
18 125 87,5 22,04 22,395428 22,399
19| 1625 h2,5 30,33 27,326143 27,3325
20 1375 h2,5 29,132 26,547714 26,548
21 1125 b2,5 26,8 25 770286 25,770
22 575 b2,5 22,22 24 092857 24,093
23 52,5 2,5 24 81 24,215428 24,715
24 375 h2,5 24,032 23,4379989 23,438
25 125 B2,5 228 22 GREO57 T 22 GB0
26| 1625 375 EIE 27 5BR286 27 587
27 1375 37,5 286 26,808857 26,809
28 1125 37,5 2493 26,031428 26,032
24 87,5 37,5 235 25 353099 25,754
a0 52,5 37,5 257 24 476571 24 477
]l 375 37,5 24 BB 23,600142 23,609
32 12,5 37,5 22,50 22,921713 22,922
33| 1625 12,5 20,1 27847438 27,848
34 [ 1375 12,5 2511 2707 27,070
38 1125 12,5 235 26,292571 26,293
36 87,5 12,5 2513 25516143 25515
a7 62,5 12,5 24 fif 24737713 24,738
38 375 12,5 23,81 23, 060284 23,360
39 125 12,5 22,22 23,182856 23,183

El siguiente paso consiste en obtener la correccion en altura a efectuar para conseguir
las cotas definitivas del terreno en cada estaca o vértice, para lo que restaremos de la
columna obtenida las cotas del terreno inicial, designando la columna F (corregido) de
la siguiente forma:

F5 = E5-CS.



Nos queda, entonces, la siguiente pantalla:

A B & D | E | F |

1 A B =

2 | 22,924713| 0,0310972] -0,0104457

3

4 H=r1 Y=x2 = Y Z Corregido
5 162,5 1125 23,04 26,802858 26,803 3,763
3 137 5 1125 25,02 26,025429 26,025 1,005
7 125 1125 26,22 25 248001 25,248 -0,972
8 B7,5 1126 228 24 470572 24,470 1,670
] 62,5 1125 25,27 23683143 23,683 1,577
10 37,5 1125 25,51 22915714 22,915 -2,595
11 12,5 1125 22,91 22,138285 22,138 0,772
12| 1625 87,5 24 51 27,064001 27,064 2,454
13 1375 87,5 26,9 26,286572 26,287 -0,613
14 1125 87,5 26,55 25,509143 25,509 -1,041
15 87,5 87.5 21,61 24731714 24,7372 3,122
16 62,5 87,5 23,94 23954286 23,954 0,014
17 37,5 87,5 232 23176857 23177 -0,023
18 12,5 87,5 22,04 27,399428 22,399 0,358
19 1625 62,5 30,22 27325143 27,325 -2,895
20 1375 62,5 29,12 26,547714 26,548 -2,672
21 112,5 62,5 26,8 25,770286 25,770 -1,030]
22 87,5 62,5 22,22 24892857 24993 2773
23 62,5 62,5 24,81 24,215428 24,215 -0,595
24 37,5 62,5 24,02 23,437999 23,438 -01,582
BE 12,5 62,5 228 22 BBOSTI 22 660 -0,140
26 1625 37,5 31,63 27506286 27,587 -4,043
27| 1375 37.8 286 26,808857 26,809 -1,791
28] 1125 375 24 93 26,031428 26,032 1,102
29 87,5 37,5 235 25,2630999 25,254 1,754
a0 62,5 375 35,7 24 476571 24,477 -1,223
31 37,5 375 2456 23,609142 23,699 -0,961
32 12,5 37,5 22,59 22821713 22,927 0,332
33| 1625 12,5 29,1 27847428 27,848 -1,252
34 1375 125 25,11 27,07 27,070 1,860
s 1125 12,5 235 26,202571 26,293 2,793
36 87,5 12,5 25,13 25515142 25,515 0,385
37 62,5 125 24 6 24737713 24,735 0,078
35 37,5 12,5 23,81 23,960284 23,960 0,150
34 125 12,5 22,22 23,182856 23,183 0,963

Como consecuencia de los valores asi obtenidos de las cotas corregidas, podemos
elaborar la siguiente tabla pegando las diversas columnas al texto en Microsoft Word®:

Tabla 2. Cotas definitivas y correcciones.

Cotas del Puntos Cotas Corregido
Vértices | terreno | tedricos del | definitivas d-g
inicial plano (X,Y) Y4 :
1 23,04 (162°5,112’5)| 26,803 +3,763




2 2502 |(137'5,112’5)| 26,025 | +1,005
3 26,22 | (112’5,112’5)| 25,248 -0,972
4 2280 | (875,1125) | 24,470 | +1,670
5 2527 | (62’5,112’5) | 23,693 1,577
6 2551 | (37'5,112’5) | 22,915 -2,595
7 2291 | (125,1125) | 22,138 0,772
8 2461 | (162'5,87'5) | 27,064 | +2,454
9 26,90 | (137'5,87'5) | 26,287 -0,613
10 26,55 | (112'5,87'5) | 25509 | -1,041
11 21,61 (87°5,87'5) | 24,732 | +3,122
12 23,94 (62'5,87'5) | 23,954 | +0,014
13 23,20 (37°5,87'5) | 23,177 -0,023
14 22,04 (12'5,87°5) | 22,399 | +0,359
15 30,22 | (162'5,625) | 27,325 | -2,895
16 2912 | (137’5,62’5) | 26,548 | -2,572
17 26,80 | (112'5,62'5) | 25,770 -1,030
18 22 22 (87°5,62'5) | 24,993 | +2,773
19 24 81 (625,62'5) | 24,215 | -0,595
20 24,02 (37°5,62’5) | 23,438 | -0,582
21 22,80 (12'5,62'5) | 22,660 -0,140
22 31,63 | (162’5,37'5) | 27,587 4,043
23 2860 | (137'5,37'5) | 26,809 | -1,791
24 2493 | (1125,375) | 26,032 | +1,102
25 2350 (87°5,37'5) | 25254 | +1,754
26 25,70 (62'5,37'5) | 24,477 1,223
27 24,66 (375,37'5) | 23,699 | -0,961
28 2259 (12'5,37°5) | 22,922 | +0,332
29 2910 | (162’5,125) | 27,848 | -1,252
30 2511 | (137’5,125) | 27,070 | +1,960
31 2350 | (112'5,125) | 26,293 | +2,793
32 2513 (87’5,12’5) | 25515 | +0,385
33 24,66 (62'5,12’5) | 24,738 | +0,078
34 23,81 (375,12’5) | 23,960 | +0,150
35 2222 (12’5,12’5) | 23,183 | +0,963

También como consecuencia de las correcciones que se expresan en el
cuadro anterior, resultara el siguiente movimiento de tierras en términos
volumétricos que deducimos también de la hoja de calculo multiplicando
la superficie de cada subparcela (25 x 25 = 625 m?) por la correccién en
altura o cota correspondiente (el signo “+” implica terraplén y el “-*
implica desmonte), notandose que esta estimacion resulta ser sélo una
aproximacién, teniendo en cuenta las superficies de las subparcelas
tributarias o anexas de cada vértice o estaca:

Tabla 3. Movimiento de tierras resultante.

Vértices

Superficie
(m?)

Correccion| Volumen

(m)

(m°)




1 625 +3,763 | 2.351,875
2 625 +1,005 628,125
3 625 -0,972 -607,5
4 625 +1,670 1.043,75
5 625 -1,577 -985,625
6 625 -2,595 |-1.621,875
7 625 -0,772 -482,5
8 625 +2,454 1.533,75
9 625 -0,613 -383,125
10 625 -1,041 -650,625
11 625 +3,122 1.951,25
12 625 +0,014 8,75
13 625 -0,023 -14,375
14 625 +0,359 224,375
15 625 -2,895 |-1.809,375
16 625 -2,572 -1.607,5
17 625 -1,030 -643,75
18 625 +2,773 | 1.733,125
19 625 -0,595 -371,875
20 625 -0,582 -363,75
21 625 -0,140 -87,5
22 625 -4,043  |-2.526,875
23 625 -1,791  |-1.119,375
24 625 +1,102 688,75
25 625 +1,754 1.096,25
26 625 -1,223 -764,375
27 625 -0,961 -600,625
28 625 +0,332 207,5
29 625 -1,252 -782,5
30 625 +1,960 1.225
31 625 +2,793 | 1.745,625
32 625 +0,385 240,625
33 625 +0,078 48,75
34 625 +0,150 93,75
35 625 +0,963 601,875
21.875

TOTAL (625x35) +0’000 + 0,000

, por lo que la compensaciéon de tierras resulta absolutamente ajustada y
matematicamente perfecta, no obteniéndose volumenes ni de tierras sobrantes ni de
tierras a aportar a la parcela, salvando la consideracion de los pertinentes coeficientes de
esponjamiento y/o compactacion posterior que haya que aplicar en su caso. Este calculo,
que se deduce del cuadro anterior, puede ser contrastado con la cuantificacion
correspondiente mediante el estudio de los perfiles transversales y longitudinales de la
parcela en estudio, determinados por la malla o red de vértices que nos ocupa. Para



tener una medida del grado de explanacién, igualaremos a +10,00 m. la cota relativa
media o centro de gravedad de la parcela en estudio, cuyo valor resulta de dividir la
suma de las cotas iniciales del terreno natural por el nimero de vértices (874’75 m./35 =
24993 m.), por lo que tendremos que restar: 24’993 — 10°000 = 14’993 m. de cada una
de las cotas iniciales y definitivas. Si se desea complementariamente calcular el “grado
de explanacion” determinado, como ya se ha visto, por el “coeficiente de contingencia”
derivado de la distribucion de probabilidad chi-cuadrado (3?), debemos ampliar la tabla
anterior con dos nuevas columnas del siguiente modo:

A 5] C D E F G H
1 Werices =Y i Cot. Rel. Inic.|Cat. Rel. Def. di di2 di2/Rel. Def.
2 1 2304 26,503 3,05 1181 3,763 14,159 1,199
3 2 2502 26 025 10,03 11,03 1,005 1.011 0,092
4 3 2622 25245 11,23 10,26 0872 0,945 0,052
5 4 2250 24 471 7 81 945 1671 2,791 0,284
B 5 2527 23 B85 10,28 5,70 -1 577 2 486 0,256
7 ] 25 51 22816 10 52 752 2594 5,730 0,545
g 7 2231 22135 782 7,15 0,772 0 596 0,053
9 g 24 51 27 0B84 952 1207 2454 5,022 0,453
10 E 26,50 26,287 11,91 11,29 0513 0,376 0,033
11 10 26 55 25 509 11 56 10,52 -1,041 1,083 0,103
12 11 21 81 24 732 B 52 8,74 3,122 9,745 1,001
13 12 2354 23,854 8,95 556 0,014 0,000 0,000
14 13 23,20 23177 8,21 5,15 -0,023 0,001 0,000
15 14 2204 22,388 705 7 Al 0,355 0,129 o017
15 15 30,22 27 5325 15,23 12,33 -2 895 8,380 0,550
17 15 2912 26 545 1413 11,55 -2 572 B 517 0573
18 17 26,50 25770 11,81 10,75 -1,030 1,060 0,085
19 158 2222 24 B33 7,23 10,00 2773 7 539 0,764
20 19 24 51 24 215 9,52 8,22 -0,595 0,354 0,035
21 20 2402 23435 9,03 544 -0 5582 0,339 0,040
22 21 2250 22 BE1 7 81 7 B7 -0,139 0,019 0,003
23 22 31,63 27 586 16 54 12,59 -4.044 15,352 1,298
24 23 28 /0 26,509 13 &1 11,82 -1,791 3,208 0,272
25 24 24 53 26,031 994 11,04 1,101 1,213 0,110
26 25 2350 25254 851 10,26 1,754 3077 0,300
27 26 2570 24 477 10,71 945 -1.223 1,497 0,158
28 27 24 BB 23 /59 957 5,71 0,561 0,923 0,108
24 28 2258 22822 7 B0 755 0,332 0,110 0,014
30 24 2910 27 547 14,11 12,85 1,253 1,569 0,122
31 30 2511 27070 10,12 12,05 1,960 3,542 0,318
32 31 2350 26,2495 851 11,30 2,783 7 795 0,550
33 32 2513 25515 10,14 10,52 0,385 0,145 0,014
34 33 24 BB 24 735 957 8,74 0,078 0,006 0,001
35 34 23 51 23,880 8,52 557 0,150 0,023 0,003
36 35 2222 23,185 7,23 5,19 0,563 0927 0,113
| 37 | 3500 3500 0,000 111,225 10,268

Para confeccionar esta tabla debemos comenzar colocando en la primera
columna los vértices, en la segunda la Z (cotas iniciales) y en la tercera
columna colocaremos la Y (cotas definitivas). En la cuarta columna
(cotas relativas iniciales) lo que hacemos es restarle 14,993 a la columna
Z de la siguiente manera: D2 = B2 — 14,993. Arrastramos la férmula para
toda la columna y sumamos. En la quinta columna (cotas relativas
definitivas) el proceso seguido es el mismo que en la cuarta pero la resta
se la debemos hacer a la columna Y. Asi: E2 = C2 — 14,993.
Arrastramos, sumamos y comprobamos que la suma final nos da igual
que la columna anterior.



En la columna siguiente d; calculamos la diferencia entre las dos
columnas anteriores de la siguiente forma: F2 = E2 — D2. La suma final
nos debe dar O por las razones tedricas ya expresadas. La columna
siguiente di? es simplemente el cuadrado de la anterior, asi: G2 = F2/2.

Por ultimo, en la ultima columna dizlrel.def. vamos a realizar una division.
Para ello aplicamos la siguiente féormula: H2 = G2/E2. Arrastramos dicha
férmula para toda la columna y sumamos. El resultado de esta suma, si
hemos realizado todos los pasos correctamente, ofrece la medida
buscada del grado de explanacion dada por la y? y, posteriormente, por
el coeficiente de contingencia C.

Si ahora utilizamos el programa EViews, al que hacemos referencia en el
epigrafe siguiente, obtendremos para el ajuste pretendido el siguiente
resultado, con especificacion de diversos coeficientes de indudable
relevancia estadistica:

Forma Funcional: Z=a + b-X + c'Y (plano)

Dependent Variable: Z
Method: Least Squares
Included observations: 35
Variable Coefficient Standard Error t-Statistic Probability
a 22.92471 0.844853 27.13457 0.0000
X (b) 0.031097 0.006303 4.933993 0.0000
Y (c) -0.010446 0.008913 -1.171929 0.2499
R-squared 0.445577 Mean dependent variable 24.99286
Adjusted R-squared 0.410926 S.D. dependent variable 2.429076
S.E. of regression 1.864344  Akaike info criterion 4.165512
Sum squared resid 111.2249 Schwarz criterion 4.298827
Log likelihood -69.89646  F-statistic 12.85885
Durbin-Watson statistic 1.612869 Prob (F-statistic) 0.000080

Observaciones:

1.- El valor de R? es relativamente bajo.

2.- El coeficiente de la variable “Y” es NO significativo, que quiere decir
que no es diferente de cero (H,; p = 0. No puede rechazarse, entonces, la hipotesis
nula. Esto es precisamente lo que contrastamos con el valor de la “t” de Student-
Gosset).

3.- Estos comentarios son iguales para todas las estimaciones que
siguen, por lo que nos ahorraremos su mencion en cada caso.

4.- Como el coeficiente de la variable “Y” es no significativo lo hemos
eliminado de la regresién y se ha obtenido un nuevo resultado en el que sélo varia el
valor del término constante (esto se ha realizado para todas las especificaciones que
hemos probado).



Ecuacion resultante: Z = 22°92471 + 0°031097-X — 0°010446-Y

que, como puede comprobarse, es la misma que la obtenida mediante la

aplicacion de la hoja de calculo de Microsoft Excel con Solver.

Si ahora, como hemos sefalado, prescindiéramos de la variable o
coordenada Y (no significativa desde el punto de vista estadistico) se
obtendria la siguiente forma funcional: Z = a + bX (es decir sin la variable

Y):
Dependent Variable: Z
Method: Least Squares
Included observations: 35
Variable Coefficient Standard Error t-Statistic Probability
a 22.27186 0.638752 34.86779 0.0000
X (b) 0.031097 0.006338 4.906312 0.0000
R-squared 0.421782 Mean dependent variable 24.99286
Adjusted R-squared 0.404260 S.D. dependent variable 2.429076
S.E. of regression 1.874862 Akaike info criterion 4.150393
Sum squared resid 115.9986 Schwarz criterion 4.239270
Log likelihood -70.63187  F-statistic 24.07189
Durbin-Watson statistic 1.573687  Prob (F-statistic) 0.000024

Ecuacion resultante: Z = 22’27186 + 0°031097-X

En este ultimo caso, los valores de las cotas taquimétricas definitivas de
la parcela pueden verse en la ultima columna del cuadro de Excel

siguiente, comparados con los anteriores (2 variables):




A B C 0 E F
1 Vértices X m. Y m. £ m. Zl2var] | Z[1var.]
2 1 1625 25 23.04 26,503 27,325
] Z 1375 25 25,02 26,025 26,545
dq 3 125 25 26,22 25,248 25,770
5 4 57.5 25 228 24,471 24,333
5] 5 525 25 2527 23,633 24,215
T B 375 25 25,51 22,916 23,438
=] 7 125 125 229 22138 22 661
3 =] 1625 875 24,61 27064 27,325
0 3 1375 875 26,9 26,287 26,545
11 10 12,5 7.5 26,55 25,503 25,770
12 i 57.5 875 21.61 24,732 24,333
13 12 525 875 23.94 23,954 24,215
14 13 3rE 875 23.2 23177 23,438
15 14 125 875 22.04 22,333 22 661
16 15 1625 E2.5 30,22 27,325 27,325
17 16 1375 E2.5 23,12 26,548 26,545
13 17 125 E2.5 26,8 25,770 25,770
13 15 57.5 E2.5 22,22 24,933 24,333
20 13 525 E2.5 24,51 24,215 24,215
g 20 375 B25 24,02 23,438 23,438
2z ey 125 E2.5 228 22 661 22 661
23 2z 1625 35 31.63 27586 27,325
24 23 137.5 375 28.6 26,503 26,545
25 24q 125 35 24,93 26,031 25,770
26 25 57.5 35 23,5 25,254 24,333
27 ZE 525 35 25,7 24477 24,215
z2a 27 375 35 24,66 23,633 23,438
23 z2a 125 35 2253 22922 22 661
30 23 1625 12.5 239.1 27,547 27,325
A 30 137.5 125 251 27070 26,548
3z ) 125 12.5 23,5 26,233 25,770
33 3z 57.5 12.5 25,13 25515 24,333
34 33 6.5 125 24,66 24,735 24,215
35 34 375 12.5 23,581 23,960 23,438
36 35 125 12.5 22,22 23,153 22 661

Al respecto de los perfiles longitudinales y transversales de esta parcela,
puede consultarse el anexo numero 5 (“Complementos”) de este mismo
libro.

2. AJUSTE NO LINEAL
2.1. Estimacion logaritmica

Para ello se precisa realizar una REGRESION MULTIPLE
LOGARITMICA CON MICROSOFT EXCEL 6.0 (o superior). Como
puede suponerse, existen diferentes programas informaticos que pueden
facilitar la obtencion del modelo mas adecuado para el ajuste de una
superficie de nivelacion no lineal, como el SPSS™ o el Econometric

7 El SPSS es un programa estadistico informatico muy usado en las ciencias sociales y también en las
empresas de investigacion de mercado. En la actualidad, la sigla se usa tanto para designar el programa
estadistico como la empresa que lo produce. Originalmente SPSS fue creado como el acronimo de
Statistical Package for the Social Sciences ya que se esta popularizando la idea de traducir el acronimo
como "Statistical Product and Service Solutions". Sin embargo, aunque realizando biisquedas por internet
estas pueden llevar a la pagina web de la empresa, dentro de la pagina misma de la empresa no se
encuentra dicha denominacion. Fue creado en 1968 por Norman H. Nie, C. Hadlai (Tex) Hull y Dale H.
Bent. Entre 1969 y 1975 la Universidad de Chicago por medio de su National Opinion Research Center
estuvo a cargo del desarrollo, distribucion y venta del programa. A partir de 1975 corresponde a SPSS



Views®® que, sin duda alguna, son programas especializados para ello.
También la subrutina para el calculo de la regresiéon multiple logaritmica
de Microsoft Excel es similar a la lineal, ya estudiada en otros apartados
del presente libro. Se trataria, en este caso, de ajustar una funcion
exponencial del tipo: Z = A - B - CY, con el objetivo de averiguar el valor
de los parametros A, B y C. Al tomar logaritmos neperianos (naturales) o
decimales (de Briggs®') en ambos miembros de la expresion anterior
tiene lugar su “linealizacion”, obteniéndose una ecuacion logaritmica
lineal, asi:

NZ=INA+X-InB+Y-InC

Inc. Originalmente el programa fue creado para grandes computadores. En 1970 se publica el primer
manual de usuario del SPSS por Nie y Hall. Este manual populariza el programa entre las instituciones de
educacion superior en EE. UU. En 1984 sale la primera version para computadores personales. Como
programa estadistico es muy popular su uso debido a la capacidad de trabajar con bases de datos de gran
tamafio. En la version 12 es de 2 millones de registros y 250.000 variables. Ademas, de permitir la
recodificacion de las variables y registros seglin las necesidades del usuario. El programa consiste en un
moddulo base y modulos anexos que se han ido actualizando constantemente con nuevos procedimientos
estadisticos. Cada uno de estos mddulos se compra por separado. Actualmente, compite no s6lo con
softwares licenciados como lo son SAS, MatLab, Statistica, Stata, sino también con software de codigo
abierto y libre, de los cuales el mas destacado es el Lenguaje R. Desde la version 14, pero mas
especificamente desde la version 15 se ha implantado la posibilidad de hacer uso de las librerias de
objetos del SPSS desde diversos lenguajes de programacion. Aunque principalmente se ha implementado
para Python, también existe la posibilidad de trabajar desde Visual Basic, C++ y otros lenguajes. El 28 de
junio de 2009 se anuncia que IBM, meses después de ver frustrado su intento de compra de Sun
Microsystems, el gigante informatico estadounidense anuncia la adquisicion de SPSS, por la no
despreciable cifra de 1.200 millones de dolares USA.

% EViews (Dictamen econométrico) es un paquete estadistico para Windows, utilizado principalmente
para las series temporales orientadas al andlisis econométrico, aunque también puede resultar 1til a los
efectos de la aplicacion topografica que aqui propugnamos. Es desarrollado por Quantitative Micro
Software (QMS). La version 1.0 fue lanzada en marzo de 1994, y sustituye a la anterior MicroTSP. La
version actual de EViews es de 7.1, lanzada en abril de 2010. EViews puede ser utilizado para analisis
estadistico general y el analisis econométrico, como la seccion transversal y analisis de datos del panel y
de series de tiempo (cronologicas) de estimacion y prevision. EViews combina la hoja de célculo y la
tecnologia de base de datos relacional con las tareas tradicionales que se encuentran en el software de
estadistica, y utiliza un Windows GUI. Esto se combina con un lenguaje de programaciéon que muestra
limitada la orientacion a objetos. EViews se basa principalmente en un formato de archivos propietarios y
no documentados para el almacenamiento de datos. Sin embargo, la entrada y salida soporta numerosos
formatos, incluyendo formato de base de datos, formatos de Excel, PSPP / SPSS, DAP / SAS, Stata,
RATS y TSP. EViews puede tener acceso ODBC a bases de datos. EViews formatos de archivo puede ser
parcialmente abierta por gretl.

81 En el afio 1622, el matematico inglés Henry Briggs (1561-1630) publicé un pequeiio tratado en el Paso
del Noroestea los mares del sur, a través del Continente de Virginia y la Bahia de Hudson; y en 1624 su
Aritmética Logaritmica en folio, un trabajo que contenia los logaritmos de treinta mil nimeros naturales a
catorce decimales (1-20.000 y 90.000 a 100.000). También, Briggs completd la tabla de funciones
trigonométricas y tangentes para la centésima parte de cada grado a catorce decimales, con una tabla de
funciones naturales a quince lugares y las tangentes y secantes para los mismos diez lugares; todos los
cuales fueron impresos en Gouda en 1631 y publicados en 1633 bajo el titulo de Trigonometria
Britannica; este trabajo fue probablemente el sucesor de su Logarithmorum Chilias Prima (Introduccion
a los Logaritmos), que dio una breve resefia de logaritmos y una larga tabla de los primeros 1.000 enteros
calculados al catorce decimal. Briggs descubrid, de una forma un tanto oculta y sin la prueba
correspondiente, el teorema del binomio.



Esta forma funcional coincide con otra que veremos mas adelante: la
estimacion exponencial. Aqui, empleando logaritmos neperianos el
coeficiente de la variable X es “In B” mientras que en la forma funcional
es simplemente “B”.

Del apartado correspondiente se observa como el coeficiente de la
variable X tiene de valor: 0,001199 con lo que ahora seria:

Ln B =0,001199 = B =¢e%%""%® =1 0012

Todo lo demas no varia.

El comando para activarla en la hoja de calculo citada es el siguiente:
ESTIMACION.LOGARITMICA

A continuacién, se exponen brevemente las instrucciones precisas:

a) Escoger en fx la funcion: ESTIMACION.LOGARITMICA, tal como
hemos sefialado anteriormente.

b) En la Caja de dialogo se debe marcar la Columna de la Variable
Dependiente (y) con el raton del ordenador.

c) En la Caja de didlogo marcar las Columnas de las Variables
Independientes (x) con el raton.

d) Indicar en la ventanilla "CONSTANTE" el argumento: VERDADERO.
e) Indicar en la ventanilla "ESTADISTICA" el argumento: VERDADERO.

f) Marcar con el Ratén el Rango de Salida (*) de los elementos de la
Regresion.

g) lluminar con el raton en la "Barra de Formulas" la caja donde aparece
la fébrmula de la regresion.

h) Apretar simultaneamente las teclas: "CONTROL", "SHIFT" (tecla con
la flecha hacia arriba) y "ENTER".

(*) El Rango de Salida tiene un tamano de: 5 lineas X el # de Variables
de columnas.

Vamos, pues, a seguir los siguientes pasos tal como los hemos
relacionado:



a) Escoger en fx la funciéon: ESTIMACION.LOGARITMICA.

Pegar funci6én Eﬂ

Mombre de la Funcidn:
ERROR, TIPIC D, &Y ;I

Cateqoria de la Funcidn:

Ilsadas recientemente

&

Todas ESTIMACTOMN, LINEAL

Financieras ESTIMACTION, | OGARTTIICA

Fecha v hora FISHER.

Makematicas v trigonometricas FRECUEMNCIA
TR | [oa L e

INTERSECCION.EJE
INTERMAL O, COMFIANZA

Brisqueda v referencia
Base de datos

Texto T |JERARSUIA
Logicas KL ESIMO, MAY DR
Informacicon Ll K. ESIMO, MEMOR, __*_I

ESTIMACION.LOGARITMICA{conocido_y,conocido_x,...)

Devuelse una mattiz de valores gue describe los datos en forma de curva
expanencial, calculada mediante un analisis de regresian.

@I Aceptar I

b) En la Caja de dialogo marcar la Columna de la Variable Dependiente
(y) con el raton.

Cancelar I

c) En la Caja de didlogo marcar las Columnas de las Variables
Independientes (x) con el raton.

d) Indicar en la ventanilla "CONSTANTE" el argumento: VERDADERO.

e) Indicar en la ventanilla "ESTADISTICA" el argumento: VERDADERO.

§ ESTIMACION LOGARITMICA

f) Marcar con

Conacido_y [£3:613

] = {14200041440001151

Conodido_x [a3:013

A = {23102 00T

Constante i'-'ERD-ﬁDERD

__'IH-'-‘EHD.UDERG

Estadistica venpaper o)

E-mme

= {0.997048065466659; 1.0

; Devushne una matriz de valores que describe los datos en forma de curva exponencial, calculada mediante
un andlicis de regrasian,

Estadistica es un valor loghco: para que devushva estadisticas de regresion
adicionalés = YERDADERD; para que devush/a cosficientes m y |4
constante b = FALSO u omitida,

Besultado de la Férmols = 0, 997048065

i)

Regresion.

Aceptar | cancetsr |

el Raton el Rango de Salida de los elementos de la




g) lluminar con el ratén la "Barra de Féormulas", ventanilla donde aparece
la férmula de la regresion.

h) Apretar simultdneamente las teclas: "CONTROL", "SHIFT" y "ENTER".

Al final del proceso, se obtiene la siguiente pantalla (ejemplo cualquiera):

E4 Microsoft Excel - Libro1

E_'[ Archiva Edicidn Yer Insertar Eormato Herramientas Datos Ventana

2z =18]x]
._DiEl SR 4B v- B >3z ﬁ_ﬂl%
|HR‘EE! w0 %8 % - SD-EE. *:i
A3 =] ={(=ESTIMACION.LOGARITMICA(E3:E13 A3:D13,
A | B VERDADEROVERDADERO))
31 —
32 | 0.99704807] 1.02516297] 1.08012376] 1.00006524] 104461.996
33| 0.00090564] 0.01648919] 0.01259613| 0.00016567| 0.37405703
34 [[092601552] 0.03058412]  #UA A AUA
35| 19.3953003 Bl #UA A HUA
_EE 007256855 0.00561233 A, HUA FLA,
37 i
< N ad
i «[» [M\GALPON {Hoja2 [ Hoa /|4 | din
Listo =i = B T T

En la pantalla anterior, usada como simple ejemplo, el resultado de la
regresion logaritmica multiple efectuada, en este caso con 5 variables (en
la problematica de la nivelacion éptima de terrenos que propugnamos
este numero queda reducido a 3, como se sabe), sera:

Modelo de Regresién: Y = A*pX*Cc*2*p*i*xpgki
¥ =104,481.9964*1.0001* *1.0901%? *1.0252*% =0 997**
RN2=9282% F =193953 Fo=454

Si ahora, alternativamente, utilizamos el programa EViews para el ajuste
o estimacion logaritmica de la funcion correspondiente, obtendremos la
expresion exponencial:

Z=A-B*-CY=229661-1°0012* - 0°9996"
A continuacion, obtendremos la siguiente tabla como consecuencia de la

aplicacion de la ecuacion de ajuste de la superficie anterior, que nos
servira para efectuar ulteriores consideraciones de interés:



A, 5 [ n] | E F G | H | I |

1 | Yartices Z=Yi Y Cot. Rel_l{ Cot. Rel. [ di diz __ [liz/Rel_Def.
z 1 23,04 26,6749 8,047 11,636 1,639 13,248 1133
3 z 26,02 25,2491 10,027 10,558 0,371 0,753 0,070
4 3 26,22 26127 1227 10,134 1,093 1,195 0,113
5 4 2zan 24,384 7807 4,391 1584 251 0,267
g 5 265,27 23,664 10,277 8671 1,606 2673 0,237
7 G 2651 22,985 10,517 7472 -2 545 647G 0312
g 7 229 22287 A7 7,294 -0,623 0,388 0,052
a g 2451 26,348 4517 11,455 2,338 5465 0,457
10 3 26,30 26,152 1,407 11,154 0,748 0,560 0,050
1 n 2655 26,3749 11557 10,386 1171 1,371 0132
12 1 2161 24,630 EE1T 8,637 3,020 a,lig 0,945
13 12 23,94 23,902 8,047 8,903 -0,038 0,001 0,000
1 12 23,20 21196 8,207 8,203 0,004 0,000 0,000
15 14 2204 2251 7047 7518 0471 0,222 0,030
15 15 30,22 27219 16,227 12,226 -3,00 2,003 0,737
17 15 2312 26,416 14,127 1422 -2,708 7,313 06+
18 7 26,20 26,634 1207 10,541 1,166 1,354 0123
1a 12 2z 24,377 7,227 8,084 2,57 7,081 0,714
20 13 431 24142 2817 2,144 -1,EER 0445 0,043
) 20 2402 21424 9,027 8436 -5 0,343 0,04
22 21 22,80 22707 7807 7,744 -0,053 0,004 0,00
23 o HE3 27492 16,527 12,449 -4,13% 17122 1370
24 23 28,60 26,630 13,607 1687 -1,920 1636 0,315
25 24 2493 26,392 9,937 10,259 0,362 0,926 0,035
26 5 2350 26,127 £,507 10,134 1627 ZE48 0,261
iy 26 26,70 24,385 10,707 9,292 -1,315 1724 0,154
i Fri 2456 21,686 9667 8672 -11,355 0,330 0,114
29 2% 2254 22 986 7597 7,873 0,376 0,141 0,013
30 23 23,10 27,768 14,107 12,778 1,332 1,773 0,128
T 30 25,1 26,348 0,117 11,455 1,338 3,374 0,283
12 L 2350 26,152 8,507 11,1549 2652 7035 0,630
32 a2 25,12 25,220 10,127 10,287 0,250 0,082 0,005
34 33 2456 24,630 9667 9,637 -0,020 0,001 0,000
35 34 2331 23,903 2317 &,310 0,033 0,003 0,001
36 5 2222 23,087 7227 8,204 0377 0,954 0,116
7 274,750 272,255 350,0 MTE -2,308 103,291 10,193 | chi-cuadrado

Obsérvese que en la tabla anterior hemos definido el di = Y; — T; como la diferencia
existente entre las cotas del terreno natural o iniciales y las definitivas que se deducen
de la aplicacion de nuestro modelo de explanacion. Ello es asi con el objetivo de
adecuarnos a la terminologia utilizada para el calculo de chi-cuadrado que realizaremos
a continuacion. En este caso, el sumatorio de las discrepancias 2.d; es solo
aproximadamente igual a 0 (-2,395).

El error estandar o tipico de la estima de esta regresion multiple (triple) vendra dado por
la expresion (véase el capitulo 5), con m = 2 variables explicativas correspondientes a la
abscisa y la ordenada de cada punto:

N
Z(Yi_Ti)z
s, -5 _ [ 109891 _op
Y N-m-1 35-2-1

Para N — 1 = 35 — 1 = 34 grados de libertad, se tiene un y’os = 16’55, realizando la
interpolacion correspondiente en la tabla de percentiles de la distribucion tedrica de
probabilidad chi-cuadrado que figura en el anexo 3. Al ser: x> = 10’199 < 16’55 puede
considerarse bastante bajo, en términos relativos, el volumen de explanacion a realizar
en la parcela que nos ocupa. De haberse considerado, alternativamente, un valor del
numero de grados de libertad de:



N-m-1=32gl

se obtendria, por interpolacion lineal, un valor tedrico chi-cuadrado algo mas exigente
2 . . . :
Y05 = 15’17, lo que no modificaria tampoco las conclusiones anteriormente expresadas.

Por otra parte, el “grado de explanacion” determinado, como ya se ha visto, por el

“coeficiente de contingencia” C derivado de la distribucion de probabilidad chi-
cuadrado (x°), vendra dado por la expresion:

2 ]
c=2 :/ 10199 =047 2 47%,
v2+N  V10199+35

siendo N = 35 el numero de estacas o vértices de nivelacidon considerado.

Obsérvese, en fin, que la estimacion ahora efectuada ofrece valores algo mejores que los
obtenidos incluso mediante la regresion lineal (ajuste a un plano de nivelacion). La
comparacion de los valores resultantes de los estadisticos de esta estimacion con los de
las restantes efectuadas podrd verse mas adelante (al final del presente capitulo de
nuestro libro) en el cuadro elaborado al efecto.

En algun momento puede plantearsele al topdgrafo el siguiente dilema:
;qué modelo utilizar, el lineal o el logaritmico (exponencial)
anteriormente obtenidos, para el replanteo del plano definitivo del
terreno? Pues bien, desde un punto de vista estrictamente tedrico o
estadistico, el modelo que mejor explica el ajuste por regresion minimo
cuadratica y, en su consecuencia, el que provoca un menor movimiento
de tierras en la parcela, sera aquel cuyo coeficiente de concausalidad,
determinacion o critico R? sea mayor.

De cualquier modo, en los problemas reales que puedan presentarse en
la practica de la nivelacidén no lineal, ya existe una predeterminacion ex
anto por parte del proyectista en el sentido de que el resultado final no
constituya un plano perfecto por perentoriedad de la concepcion de la
propia obra, por lo que la solucion a la pregunta planteada resulta obvia.
Sin embargo, si puede resultar interesante averiguar cual de las posibles
soluciones no lineales planteadas sera mas conveniente desde el punto
de vista estrictamente econdmico (esto es, la que suponga un menor
movimiento de tierras).

Evidentemente, ademas del error standard o tipico de la estima, del 3y
del coeficiente de contingencia o “grado de explanacién del terreno” C,
también el coeficiente de concausalidad R? puede usarse
provechosamente en la comparaciéon de la bondad del ajuste entre
diferentes funciones y planos de nivelacion.



En este sentido, en el capitulo anterior de nuestro libro hemos explicado
de qué modo puede calcularse el expresado parametro de concausalidad
en el caso de las regresiones multiples (triples) lineales. Asi mismo, el
estadistico®” de contraste experimental “F” de Snedecor es el estadigrafo
que se construye para contrastar si los parametros asociados a las
variables explicativas del modelo, o sea, las coordenadas X e Y
(exceptuando el término independiente) son conjuntamente iguales a
cero. O dicho de otro modo, este estadistico permite contrastar la
capacidad explicativa conjunta de las variables introducidas en el modelo
empleado®.

Cabe sefialar que, ademas del modelo exponencial resefado, pueden
emplearse otros modelos no lineales de regresion multiple
(semilogaritmicos, potenciales, transformacién inversa, parabdlicos o
polinomiales, etc.) intentando buscar, en todo momento, el que ofrezca
los resultados mas ajustados, en que los valores resultantes de los
estadigrafos relacionados sean mayores.

2.2. Estimacién doblemente logaritmica

Utilizando, a partir de ahora, el expresado programa EViews, se trata de
adoptar la forma funcional: InZ = a + bInX + c:InY >

Z = e*-X"-Y°(potencial, logaritmica doble),

cuyos resultados quedan expresados con especificidad en la tabla de la
pagina siguiente:

Dependent Variable: LZ
Method: Least Squares
Included observations: 35

Variable Coefficient Standard Error t-Statistic Probability
a 2.971694 0.093470 31.79315 0.0000
LX (b) 0.067104 0.015653 4.286843 0.0002
LY (c) -0.010321 0.016671 -0.619070 0.5403

%2 Un estadistico es una medida cuantitativa, derivada de un conjunto de datos de una muestra con el
objetivo de estimar o contrastar caracteristicas de una poblaciéon o modelo estadistico. Més formalmente
un estadistico es una funcion medible que, dada una muestra estadistica de valores, les asigna un niimero
que sirve para estimar los parametros de la distribucion de la que procede la muestra. Asi por ejemplo la
media muestral de valores sirve para estimar el valor esperado de una variable, la varianza muestral de
una muestra amplia sirve para estimar la varianza de la poblacion o universo, etc.

% Generalmente, se considera que un valor superior a 6 resulta suficiente para que la capacidad
explicativa del modelo pueda calificarse como adecuada.



R-squared 0.369586 Mean dependent variable 3.214223
Adjusted R-squared 0.330185 S.D. dependent variable 0.093716

S.E. of regression 0.076699  Akaike info criterion -2.216031
Sum squared resid 0.188249 Schwarz criterion -2.082716
Log likelihood 41.78055 F-statistic 9.380136
Durbin-Watson statistic  1.513296 Prob (F-statistic) 0.000622

Ecuacion resultante: Z = 92,971694 . 0067104, y-0°010321

A continuacion, obtendremos la siguiente tabla como consecuencia de la
aplicacion de la ecuacion de ajuste de la superficie anterior:

o B C 0 [ E F = [ H [ [

1 [ Vértices £=ri Y Cot. Rel_ l{Cor. Rel. [ di diZ liziRel. Def.
Z 1 23.04 26165 8.047 1175 3.128 9,754 0,876
3 25,02 25877 10,027 10,554 0,857 0,734 0,067
4 3 26,22 25,531 1,227 10,538 -0,6583 0.475 0.045
5 4 22,80 25,104 7.807 10,11 2,304 5,308 0.525
B 5 25,27 24543 10,277 3.550 -0,727 0,523 0,055
7 =] 25,51 23,716 10,517 8.723 -1.754 3.215 0,363
3 7 229 22,03 AT 7.035 -0,873 0,773 0110
3 g 24,61 26,236 3.617 1,243 1.626 2.6dq 0,235
10 3 26,30 25,944 1,307 10,351 -0,356 0,914 0.053
11 10 Z6.55 25,537 1,557 10,604 -0,353 0,305 0,056
12 11 2151 25,169 5617 10,176 3.553 12,666 1.245
13 12 23,94 24 60T 8.347 3614 0,667 0,445 0,046
14 13 23.20 23,775 8.207 8.785 0,578 0,334 0.035
15 14 22,04 22085 7.047 7.035 0,045 0,002 0,000
16 |= 3022 26,325 15,227 11,335 -3,832 15,148 1336
17 1E 23,12 26034 14127 1.041 -3,056 9.523 0.863
13 17 26,50 25,686 1,807 10,633 -1.114 1244 0116
13 18 22,22 25,256 7227 10,263 3.036 3.297 0,395
20 13 24,81 24 633 3.517 3,700 -0117 0,074 0,001
g 20 24,02 23,86 3.027 8,867 -0,160 0.026 0.003
2z ey 22,80 22165 7.807 [ -0,635 0,403 0,056
23 2z 31.63 26467 16,637 1,474 -5,163 26,657 2,323
24 23 28,60 26,172 13,607 11,173 -2.428 5,395 0,527
25 24 24,93 25,522 9.337 10,523 0,852 0,736 0.073
26 25 23,50 25,33 8.507 10,337 1.530 3.572 0,344
27 ZE 25,70 24,5823 10,707 9.530 -0,877 0,763 0075
z2a 27 24,66 23,987 3,667 8,934 -0,673 0,453 0,050
23 z2a 22,53 22,282 7.597 7.289 -0,308 0,035 0.013
30 23 23,10 26,763 14107 1,776 -2.331 5.4354 0.451
] 30 251 26,47 10117 1,477 1.360 1.550 0,161
32 ) 23,50 26,116 8.507 1,123 2,616 5,543 0.615
33 32 25,13 25673 10,137 10,656 0,543 0,301 0,025
34 33 24,66 25,106 3,667 10,113 0,446 0,133 0,020
35 34 23.81 24,26 8.517 9,267 0,450 0,203 0,022
36 35 22,22 22536 7227 7.543 0.316 0,100 0.013
a7 3500 3475 -2.460 127.473 11,784 | chi-cuadrado

Obsérvese que en la tabla anterior hemos definido el di = Y; — T; como la diferencia
entre las cotas del terreno natural o iniciales y las definitivas que se deducen de la
aplicacion de nuestro modelo de explanacion. Ello es asi con el objetivo de adecuarnos
a la terminologia utilizada para el calculo de chi-cuadrado que realizaremos a
continuacion. En este caso, el 2.d; es s6lo aproximadamente igual a 0 (-2,46).

El error estandar o tipico de la estima de esta regresion multiple (triple) vendra dado por
la expresion (véase el capitulo 5), con m = 2 variables explicativas correspondientes a la
abscisa y la ordenada de cada punto:



N

DY - T,)?
s, -5 _ (127,473 200,
y N-m-1 35-2-1

Para N — 1 = 35 — 1 = 34 grados de libertad, se tiene un y’os = 16’55, realizando la
interpolacion correspondiente en la tabla de percentiles de la distribucion tedrica de
probabilidad chi-cuadrado que figura en el anexo 3. Al ser: x> = 117784 < 16’55 puede
considerarse bastante bajo, en términos relativos, el volumen de explanacion a realizar
en la parcela que nos ocupa. De haberse considerado, alternativamente, un valor del
numero de grados de libertad de:

N-m-1=32gl

se obtendria, por interpolacion lineal, un valor tedrico chi-cuadrado algo mas exigente
xzo,s = 15’17, lo que no modificaria tampoco las conclusiones anteriormente expresadas.

Por otra parte, el “grado de explanacion” determinado, como ya se ha visto, por el

“coeficiente de contingencia” C derivado de la distribucion de probabilidad chi-
cuadrado (?), vendra dado por la expresion:

2 '
co A= 184 5= 509%,
2 +N 11784+ 35

siendo N = 35 el numero de estacas o vértices de nivelacidon considerado.

Obsérvese, en fin, que la estimacion ahora efectuada ofrece valores algo peores que los
obtenidos mediante la regresion lineal (ajuste a un plano de nivelacion) y la logaritmica.
La comparacion de los valores resultantes de los estadisticos de esta estimacion con los
de las restantes efectuadas podra verse mas adelante en el cuadro elaborado al efecto.

Si ahora, como hemos sefialado, prescindiéramos de la variable o
coordenada Y (no significativa desde el punto de vista estadistico) se
obtendria la siguiente forma funcional: Z = e® - X° (es decir sin la variable
Y), o bien la ecuacion linealizada: In Z = a + b- In X. Asi:

Dependent Variable: LZ
Method: Least Squares
Included observations: 35

Variable Coefficient Standard Error t-Statistic Probability

a 2.931486 0.066586 44.02570 0.0000

LX (b) 0.067104 0.015506 4.327473 0.0001
R-squared 0.362036 Mean dependent variable 3.214223

Adjusted R-squared 0.342703 S.D. dependent variable 0.093716



S.E. of regression 0.075979  Akaike info criterion -2.261269

Sum squared resid 0.190504 Schwarz criterion -2.172392
Log likelihood 41.57221  F-statistic 18.72702
Durbin-Watson statistic  1.515209 Prob (F-statistic) 0.000132

Ecuacion resultante: Z = ¢%931486 . x0'067104

2.3. Estimacién exponencial

Se trata, ahora, de adoptar la forma funcional: InZ=a+b-X+cY >
Z = e (exponencial)

Dependent Variable: LZ
Method: Least Squares
Included observations: 35
Variable Coefficient Standard Error t-Statistic Probability
a 3.134019 0.032640 96.01658 0.0000
X (b) 0.001199 0.000243 4.923538 0.0000
Y (c) -0.000395 0.000344 -1.147524 0.2597
R-squared 0.444039 Mean dependent variable  3.214223
Adjusted R-squared 0.409292 S.D. dependent variable 0.093716
S.E. of regression 0.072028 Akaike info criterion -2.341711
Sum squared resid 0.166016  Schwarz criterion -2.208396
Log likelihood 43.97994  F-statistic 12.77902
Durbin-Watson statistic  1.693096 Prob (F-statistic) 0.000083

Ecuacidén resultante: Z = e3’134019 +0’°001199-X — 0°000395-Y

A continuacion, obtendremos la siguiente tabla como consecuencia de la
aplicacion de la ecuacion de ajuste de la superficie anterior:



A E C D E F E H [
1 | wértices Z=Yi Y Cot. Rel. Ini{Cot. Rel. De di diz__ |diz/Rel. Def|
2 1 23,04 23,116 8,05 8,123 0,076 0,006 0,001
3 25,02 23,087 10,03 8,094 -1,933 3,738 0,462
4 3 26,22 23,057 11,23 5,064 -3,163 10,007 1,241
5 4q 22 &0 23,027 7,81 8,034 0,227 0,051 0,006
5 5 25,27 22,997 10,28 8,004 -2,273 5,166 0,646
7 B 26,51 22 967 10,52 7974 -2,543 6469 0,811
F] 7 22 91 22,937 7,92 7,944 0,027 0,001 0,000
g 8 24 i1 23,126 9,62 8,133 -1,484 2,201 0,271
10 F] 26,30 23,096 11,91 8,103 -3,804 14 467 1,785
11 10 26,55 23,066 11,56 8,073 -3.484 12,135 1,603
12 11 21 61 23,036 6,62 8,043 1426 2,035 0,253
13 12 23,94 23,006 8,95 8,013 -0,934 0,871 0,109
14 13 23,20 22 976 8,21 7,983 -0,224 0,050 0,006
15 14 22 04 22,947 7,05 7,954 0,907 0,622 0,103
16 15 30,22 23,136 15,23 8,143 -7,084 50,180 6,162
17 16 29,12 23,106 14,13 8,113 -6,014 36,165 4458
18 17 26 80 23,076 11,81 8,083 -3,724 13,866 1,718
19 18 22 22 23,046 7,23 8,053 0,626 0,683 0,085
20 19 24 &1 23,016 9,82 8,023 -1,794 3,217 0,401
21 20 24 02 22,986 9,03 7,993 -1,034 1,068 0,134
22 21 22 A0 22 956 7,81 7,963 0,156 0,024 0,003
23 22 31,63 23,146 16,64 8,153 -6,464 71976 5,626
24 23 28 60 23,116 13,61 8,123 -5 484 30,073 3,702
25 24 24 33 23,086 9,94 8,093 -1,844 3400 0420
2 25 23 50 23,056 8,51 8,063 -0,444 0,197 0,024
27 26 25,70 23,026 10,71 8,033 -2 674 7,149 0,850
26 27 24 i 22,996 9,67 8,003 -1,664 2,768 0,346
29 28 22 59 22 966 760 7973 0,376 0,142 0,018
30 29 29,10 23,156 14,11 8,163 -5 944 35,331 4,328
31 30 26,11 23,126 10,12 8,133 -1,984 3,936 0,484
32 31 23 50 23,096 8,51 8,103 -0,404 0,163 0,020
33 32 25 13 23,066 10,14 8,073 -2, 064 4,260 0,526
3 33 24 fifi 23,036 9,67 8,043 -1,624 2,637 0,328
35 34 23,81 23,006 8,82 8,013 -0,804 0,646 0,081
36 35 22 22 22976 723 7,983 0,756 0,572 0,072
| 37 | 3s0,0] 281666 68,128) 326476 40,223|chi-cuadrade

Obsérvese que en la tabla anterior hemos definido el di = Y; — T; como la diferencia
entre las cotas del terreno natural o iniciales y las definitivas que se deducen de la
aplicacion de nuestro modelo de explanacion. Ello es asi con el objetivo de adecuarnos
a la terminologia utilizada para el calculo de chi-cuadrado que realizaremos a
continuacion. El error estandar o tipico de la estima de esta regresion multiple (triple)
vendra dado por la expresion (véase el capitulo 5), con m = 2 variables explicativas
correspondientes a la abscisa y la ordenada de cada punto:

Para N — 1 = 35 — 1 = 34 grados de libertad, se tiene un y’os = 16’55, realizando la
interpolacion correspondiente en la tabla de percentiles de la distribucion tedrica de
probabilidad chi-cuadrado que figura en el anexo 3. Al ser: > = 407223 > 16’55 puede
considerarse bastante elevado, en términos relativos, el volumen de explanacion a
realizar en la parcela que nos ocupa. De haberse considerado, alternativamente, un valor
del ntimero de grados de libertad de:

N-m-1=32gl

se obtendria, por interpolacion lineal, un valor tedrico chi-cuadrado algo mas exigente
Xzo’s = 15’17, lo que no modificaria tampoco las conclusiones anteriormente expresadas.



Por otra parte, el “grado de explanacion” determinado, como ya se ha visto, por el
“coeficiente de contingencia” C derivado de la distribucion de probabilidad chi-
cuadrado (y?), vendra dado por la expresion:

2 '
co = 20223 735739,
* +N  \40223+35

siendo N = 35 el numero de estacas o vértices de nivelacidon considerado.

Si ahora, como hemos sefalado, prescindieramos de la variable o
coordenada Y (no significativa desde el punto de vista estadistico) se
obtendria la siguiente forma funcional: Z = e**** (es decir sin la variable
Y), o bien la ecuacién linealizada: In Z = a + b-X. Asi:

Dependent Variable: LZ
Method: Least Squares
Included observations: 35
Variable Coefficient Standard Error t-Statistic Probability
a 3.109322 0.024657 126.1037 0.0000
X (b) 0.001199 0.000245 4.900073 0.0000
R-squared 0.421161  Mean dependent variable 3.214223
Adjusted R-squared 0.403621 S.D. dependent variable 0.093716
S.E. of regression 0.072373  Akaike info criterion -2.358528
Sum squared resid 0.172848  Schwarz criterion -2.269651
Log likelihood 43.27424  F-statistic 24.01071
Durbin-Watson statistic  1.652322  Prob (F-statistic) 0.000025

Ecuacion resultante: Z = ¢¥109322+0001199X

2.4. Estimacién semilogaritmica

Se trata, por ultimo, de adoptar la forma funcional: Z = Ina + b-InX + c:InY
=> e’ =aX"Y° (semilogaritmica)

Dependent Variable: Z
Method: Least Squares
Included observations: 35

Variable Coefficient Standard Error t-Statistic Probability




La 18.80655 2.442876 7.698529 0.0000

LX (b) 1.713999 0.409109 4.189587 0.0002

LY (c) -0.265797 0.435705 -0.610039 0.5461
R-squared 0.359036 Mean dependent variable 24.99286
Adjusted R-squared 0.318976  S.D. dependent variable 2.429076
S.E. of regression 2.004575 Akaike info criterion 4.310558
Sum squared resid 128.5863 Schwarz criterion 4.443874
Log likelihood -72.43477  F-statistic 8.962394
Durbin-Watson statistic  1.445052  Prob (F-statistic) 0.000812

Ecuacion resultante: e = 147.089.234°8 - X171399 . y-0265797

A continuacion, obtendremos la siguiente tabla como consecuencia de la
aplicacion de la ecuacién de ajuste de la superficie® anterior, con el
objetivo de disponer de algunos parametros de interés a la hora de
establecer comparaciones:

% Aunque aqui se trata de resolver otro tipo de problemas, veamos que el Método de los Elementos
Finitos enlaza francamente bien con los conceptos que aqui se exponen y permite obtener una solucion
numérica aproximada sobre un cuerpo, estructura o dominio (medio continuo o superficie del terreno)
sobre el que estan definidas ciertas ecuaciones diferenciales en forma débil o integral que caracterizan el
comportamiento fisico del problema, dividiéndolo en un numero elevado de subdominios no-
intersectantes entre si denominados «elementos finitos». El conjunto de elementos finitos forma una
particion del dominio también denominada discretizacion. Dentro de cada elemento se distinguen una
serie de puntos representativos llamados «nodos» (las estacas o vértices). Dos nodos son adyacentes si
pertenecen al mismo elemento finito; ademas, un nodo sobre la frontera de un elemento finito, puede
pertenecer a varios elementos. El conjunto de nodos considerando sus relaciones de adyacencia se llama
«mallay. Los calculos se realizan sobre una malla de puntos (Ilamados nodos), que sirven a su vez de base
para la discretizacion del dominio en elementos finitos. La generacion de la malla se realiza usualmente
con programas especiales llamados “generadores de mallas”, en una etapa previa a los calculos que se
denomina pre-proceso. De acuerdo con estas relaciones de adyacencia o conectividad se relaciona el valor
de un conjunto de variables incognitas definidas en cada nodo y denominadas “grados de libertad”. El
conjunto de relaciones existentes entre el valor de una determinada variable entre los nodos se puede
escribir en forma de sistema de ecuaciones lineales (o linealizadas). La matriz de dicho sistema de
ecuaciones se llama matriz de rigidez del sistema. El nimero de ecuaciones de dicho sistema resulta
proporcional al nimero de nodos.



A B C D [ E F G [ H [ 1 [
1 | Yértices Z=1i ¥ Cot. Rel_ Il Cot. Rel_[ di diz__ li2iRel_Def.
] 1 2304 26277 8,05 .25 3237 0475 0925
3 2 25,02 25,930 10,03 11,00 0,570 0,54 0,056
4 3 2622 25 546 123 10,65 0574 0,329 0,03
5 4 220 25216 74 0,22 2416 5537 057
g 5 26527 24538 10,28 9,65 0631 0,393 0,04
7 B 2551 23763 1052 877 1,747 3052 0348
g 7 2241 21,880 Tz £,89 -1,030 1,061 0,154
] & 24,61 26,343 952 11,35 1,733 3003 0265
10 g 26,90 26,057 1,31 11,08 -0,843 0,711 0,064
1l 10 2655 25713 11,56 0,72 0,837 0,7 0055
12 1 2161 25,282 52 10,29 3672 13,484 1,210
13 12 2354 24,706 &95 a7 0,766 05457 i 060
14 13 23,20 23,830 221 8,54 0,530 0,397 0,045
15 14 2204 21547 705 £.55 0,083 0,003 0,00
16 15 3022 26433 15,23 11,44 -3,787 14,341 1,254
17 1 2912 2647 1413 115 2ATE 8533 0732
13 17 26,80 25,803 1,31 10,81 -0,997 0,394 0,092
13 1# iae 25372 T 10,38 3162 9,435 0857
20 13 24,81 24,795 a3z 9,80 -0,015 0,000 0,000
1 20 2402 23820 803 853 0,100 0,010 0,00
22 2 2280 22037 71 7,04 -0,763 0,552 0,083
23 22 63 26,5649 1664 11,53 -5 051 25614 2213
24 23 28360 26282 12,61 11,29 2313 5,373 0476
25 24 2493 25938 934 10,95 1,008 1,016 0,093
26 25 2350 25,508 51 052 2,008 4,032 0383
27 26 26,70 24,931 10,71 9,54 0,769 0,541 0,060
28 a7 2466 24,055 957 3,05 -0,608 0,366 0,040
29 28 2254 22172 7EO 78 0,413 0,175 0024
an 2 28,10 26,851 11 1137 -2,239 5,013 0422
il a0 25.11 26574 01z 11,53 1464 2143 0,185
3z 3 2350 26,230 51 11,24 2730 7453 05E3
a3 32 25,13 25,300 10,14 10,51 0570 0,443 0042
34 33 2466 25223 957 0,23 0563 0,317 0,03
35 R 2381 24347 882 9,35 0537 0,283 0,03
36 ] iae 22 454 7 747 0244 0,00 0,008
37 | &74,750 874,750 360,0 350,0 0,001 128,578 11.821| chi-cuadrado

Obsérvese que en la tabla anterior hemos definido el di = Y; — T; como la diferencia
existente entre las cotas del terreno natural o iniciales y las definitivas que se deducen
de la aplicacion de nuestro modelo de explanacion. Ello es asi con el objetivo de
adecuarnos a la terminologia utilizada para el calculo de chi-cuadrado que realizaremos
a continuacion.

El error estandar o tipico de la estima de esta regresion multiple (triple) vendré dado por
la expresion (véase el capitulo 5), con m = 2 variables explicativas correspondientes a la
abscisa y la ordenada de cada punto:

_ [ 128579 _ 200 M.
35-2-1

Para N — 1 = 35 — 1 = 34 grados de libertad, se tiene un xzo,s = 16’55, realizando la
interpolacion correspondiente en la tabla de percentiles de la distribucion tedrica de
probabilidad chi-cuadrado que figura en el anexo 3. Al ser: x> = 11’821 < 16’55 puede
considerarse aceptable, en términos relativos, el volumen de explanacion a realizar en la
parcela que nos ocupa. De haberse considerado, alternativamente, un valor del nlimero
de grados de libertad de:



N-m-1=32gl

se obtendria, por interpolacion lineal, un valor tedrico chi-cuadrado algo mas exigente
2 . . . :
Y05 = 15’17, lo que no modificaria tampoco las conclusiones anteriormente expresadas.

Por otra parte, el “grado de explanacion” determinado, como ya se ha visto, por el

“coeficiente de contingencia” C derivado de la distribucion de probabilidad chi-
cuadrado (x°), vendra dado por la expresion:

2 "
C=, |5 :/ 11821 = 0'50 = 50%,
2 +N 11821+ 35

siendo N = 35 el numero de estacas o vértices de nivelacidon considerado.

Si ahora, como hemos sefialado, prescindiéramos de la variable o
coordenada Y (no significativa desde el punto de vista estadistico) se
obtendria la siguiente forma funcional: e = a - X° (es decir sin la variable
Y), o bien la forma linealizada: Z = Ina + b - InX. Asi:

Dependent Variable: Z
Method: Least Squares
Included observations: 35
Variable Coefficient  Std. Error  t-Statistic Probability
La 17.77101 1.739955 10.21349 0.0000
LX (b) 1.713999 0.405199 4.230020 0.0002
R-squared 0.351582 Mean dependent variable 24.99286
Adjusted R-squared 0.331933  S.D. dependent variable 2.429076
S.E. of regression 1.985415  Akaike info criterion 4.264978
Sum squared resid 130.0817  Schwarz criterion 4.353855
Log likelihood -72.63711  F-statistic 17.89307
Durbin-Watson statistic 1.448726  Prob (F-statistic) 0.000174

Ecuacién resultante: eZ = 52.221.769 - X171399°

2.5. Resumen de estimaciones

Una vez efectuados los ajustes minimocuadraticos a diferentes funciones
matematicas, lineales o no, para el ejemplo de nivelacion desarrollado,



podemos elaborar la siguiente tabla comparativa con los parametros que
juzgamos mas significativos de las estimaciones realizadas de la cota
taquimétrica Z con las dos variables explicativas (coordenadas X e Y):

Tabla 4. Cuadro comparativo de estimaciones.

ESTIMACION R® F D-W Sxy 2 C
Lineal (*) 0,445577 | 12,85885 | 1,612869 | 1,86 m. | 10,268 | 0,48
Logarimica (*) -- -- -- 1,85m. | 10,199 | 047
Doblemente

o 0,369586 | 9,380136 | 1,513296 | 2,00 m. | 11,784 | 0,50
Logaritmica

Exponencial 0,444039 | 12,77902 | 1,693096 | 3,19 m. | 40,223 | 0,73

Semilogaritmica | 0,359036 | 8,962394 | 1,445052 | 2,00 m. | 11,821 | 0,50

Desde luego, la estimaciéon a considerar definitivamente por el proyectista
de la obra de tierra sera tanto mas correcta cuanto mayores sean los tres
primeros parametros analizados y, por el contrario, cuanto menores sean
los tres ultimos, dando preferencia a estos ultimos en la decision final,
puesto que pueden producirse resultados contradictorios. En este orden
de ideas, puede observarse que la estimacion lineal es bastante correcta
y, en el caso de desearse el ajuste a una superficie curva (no lineal),
deberia adoptarse la regresién logaritmica, aunque también podria
considerarse cualquiera de ellas menos la exponencial; en concreto, las
estimaciones doblemente logaritmica y semilogaritmica ofrecen
resultados altamente coincidentes, siendo algo mejor la primera de ellas.
En el cuadro-resumen anterior, en definitiva, se han sefializado con (*)
las regresiones que procede seleccionar a los efectos deseados.
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ANEXO 1
TEORIA MATRICIAL ELEMENTAL

1. CONCEPTOS GENERALES SOBRE MATRICES

El concepto de “matriz” se fragud a lo largo de los siglos XVIIl y XIX con
el objetivo de sistematizar los métodos de resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales con numerosas incognitas. En la actualidad, la teoria
de matrices se ha convertido en una poderosa herramienta al servicio de
muchas disciplinas cientificas, desde la fisica y las ciencias naturales
hasta la economia.

Las matrices surgen del estudio de la resolucion de los sistemas de
ecuaciones lineales. Sea el sistema de ecuaciones lineales genérico
siguiente:

apXs t ... +taiXy = b1
Azx1Xq + ... T Ay Xy = b2

Los coeficientes de las incdgnitas de este sistema se pueden escribir, por
convenio, de esta forma:

all E.]_E Ela nnnnnn al-n
A= dny dop dpg ... dop
dml 8m? 8m3 eeee e Amn

Se trata, pues, de un conjunto de N numeros dispuestos en m filas y n
columnas, tal que m x n = N.

Una matriz se suele representar por una letra mayuscula y los elementos
de dicha matriz se representan por la correspondiente letra minuscula
con dos subindices que indican la fila y columna que denotan la posicion
del elemento. Por ejemplo la matriz A y el elemento a;, (elemento de la
fila 1, columna 2).

En esencia, una matriz se define como un conjunto de numeros o
expresiones numéricas que se ordenan como una tabla de filas y
columnas. Cada una de las intersecciones de filas o columnas se
denomina elemento de la matriz, y contiene un nimero o una expresion.



En sentido genérico, los elementos de la matriz se simbolizan por aj,
siendo i el numero de fila y j el numero de columna que ocupan. Las
matrices también se representan por la notacion A = (a;), coni =1, 2, 3,
wamyj=1,2,3,...,n.

Una matriz formada por m filas y n columnas se dice que tiene orden o
dimension m x n. Dos matrices del mismo orden se consideran iguales
cuando son iguales, dos a dos, los elementos que ocupan el mismo
lugar.

Asi pues, se denomina matriz a todo conjunto de numeros o expresiones
dispuestos en forma rectangular, formando filas y columnas.

F . 1

Tup @ny v Gng v )

L

Cada uno de los numeros de que consta la matriz se denomina
elemento. Un elemento se distingue de otro por la posicidn que ocupa,
es decir, la fila y la columna a la que pertenece.

2. CLASES DE MATRICES

En términos generales, una matriz tiene m filas y n columnas, siendo m x
n. En tal caso, la matriz se llama rectangular. Ahora bien, cuando el
numero de filas y el de columnas coinciden, la matriz es cuadrada, con
dimension n X n; en este caso, los elementos de la matriz de subindices
aqq, az, ass, ..., ann OCUpan la llamada diagonal principal de la matriz y
sus elementos se denominan principales. Esta diagonal adquiere
importancia en la resolucion de determinantes que contemplaremos con
posterioridad. Los elementos que conforman la diagonal perpendicular a
la anterior son los secundarios y forman la diagonal secundaria. Los
elementos a; y a; son “conjugados o simétricos” respecto de la diagonal
principal.

La matriz rectangular tiene, pues, distinto numero de filas que de
columnas, siendo su dimensién mxn. Ejemplo (2 x 3):

(33



La matriz cuadrada tiene el mismo numero de filas que de columnas.
Los elementos de la forma a; constituyen la diagonal principal (la que
va desde el angulo superior izquierdo al angulo inferior derecho). La
diagonal secundaria (la que va del angulo superior derecho al angulo
inferior izquierdo) la forman los elementos con i+j = n+1. Ejemplo (3 x 3):

1 2 5
3 6 &
0 -1 4

Una matriz cuadrada se denomina triangular cuando todos los
elementos situados por encima o por debajo de la diagonal principal son
nulos.

Una matriz se denomina diagonal cuando todos los elementos, excepto
los de la diagonal principal, son cero. Asi tenemos que:

|'I311 0 0.... 0 '|
‘ Matriz diagonal)

A el
0o 0 0... Arn |
|'|El11 0 0. 0 III
0 0
A= 2 Dol | otates stangutan

|8m1 8mz Am3 .- Amn |

Otro concepto importante en la teoria de matrices es el de matriz
traspuesta. Dada una matriz A de orden m x n, su traspuesta, denotada
por Al es otra matriz de dimensiones n x m, donde se han intercambiado
las filas de la primera matriz por columnas y las columnas por filas. Asi
pues, dada una matriz cualquiera A, se llama matriz traspuesta de A a
la matriz que se obtiene cambiando ordenadamente las filas por las

columnas, como por ejemplo:
5
]

3 0
A-I1 2 0 A -3
2 5 6 0

, con las siguientes propiedades de la transposicion de matrices:

=



En la teoria de homomorfismos, es de notar que si A describe una
aplicacion lineal respecto a dos bases, entonces la matriz A' describe la
transpuesta de una aplicacion lineal respecto a las bases del espacio
dual.

Otros conceptos relevantes en la teoria de matrices son los siguientes:
a) Matriz fila
Una matriz fila esta constituida por una sola fila. Ejempilo:
2 3 -1)
b) Matriz columna

La matriz columna tiene una sola columna. Ejemplo:

-7
1
6
Las matrices fila y columna se denominan habitualmente vectores fila o
columna, respectivamente.
c) Matriz nula
En una matriz nula 0 todos los elementos son ceros. Ejemplo:
0 0
00
d) Matriz triangular superior

En una matriz triangular superior los elementos situados por debajo de
la diagonal principal son ceros. Ejemplo:

-2

[~

i
0 4
0 2
e) Matriz triangular inferior

En una matriz triangular inferior los elementos situados por encima de
la diagonal principal son ceros. Ejemplo:



:

f) Matriz escalar

o
o o

Una matriz escalar es una matriz diagonal en la que los elementos de la
diagonal principal son todos iguales. Ejemplo:

tY

g) Matriz identidad o unidad

onNO

Una matriz identidad es una matriz diagonal y escalar en la que los
elementos de la diagonal principal son todos iguales a 1. Ejemplo:

3%

h) Matriz regular
Una matriz regular es una matriz cuadrada que tiene inversa, puesto
que su determinante es diferente de 0.

(=l =
L= I -]

i) Matriz singular o no regular

Una matriz singular no tiene matriz inversa. Constituye el caso contrario
de la anterior.

j) Matriz idempotente

Una matriz, A, es idempotente si es simétrica y cumple que su cuadrado
es la propia matriz, con lo que:

At=A
} A'= A?
A’=A

k) Matriz involutiva

Una matriz, A, es involutiva si: A’=]|,



I) Matriz simétrica

Una matriz simétrica es una matriz cuadrada que, al ser igual a su
traspuesta, verifica: A = Al

m) Matriz antisimétrica, hemisimétrica o alternada

Una matriz antisimétrica, hemisimétrica o alternada es una matriz
cuadrada que verifica: A = -A'.

n) Matriz ortogonal
Una matriz es ortogonal si verifica que: A-A' = 1.
0) Matriz adjunta

Es la matriz que se obtiene al sustituir cada elemento por su adjunto
correspondiente. O sea:

All Alz Aln

. Am Azz A:m
Adj(A) = “o
Ay A - Ay

p) Matriz nilpotente

Es la matriz de orden n tal que: A" =0

g) Matriz de permutacién

Es aquella que en cada fila y columna tiene un elemento igual a 1, y los
demas son iguales a 0.

3. DIMENSION DE UNA MATRIZ

El nimero de filas y columnas de una matriz se denomina dimensién de
una matriz. Asi, una matriz sera de dimension: 2x4, 3x2, 2x5,... Si la
matriz tiene el mismo numero de filas que de columnas (matriz
cuadrada), se dice que es de orden: 2, 3, ...

El conjunto de matrices de m filas y n columnas se denota por Ay, O

bien (a;), y un elemento cualquiera de la misma, que se encuentra en la
fila iy en la columna j, se representa por aj.



4. MATRICES IGUALES

Dos matrices son iguales cuando tienen la misma dimension y los
elementos que ocupan el mismo lugar en ambas (homdlogos), son
iguales.

5. OPERACIONES CON MATRICES

5.1. Suma algebraica de matrices

Dadas dos matrices de la misma dimension o equidimensionales, A=(a;)
y B=(bj;;), se define la matriz suma como: A+B = (aj+b;).

La matriz suma se obtiene, pues, sumando algebraicamente los
elementos de las dos (0 mas) matrices que ocupan la misma posicion.
Asi:

2-1 0-0 1-1Y 1 O 0
A-B=|3-1 ©0-2 0-1|=|2 -2 -1
5-1 1-1 1-0) {4 o0 1

Otro ejemplo:

0 21 3 1-13 0 1 14 3
1-11 2|{+{1-12 0|=(2-23 2
0 01-3 2 01 4 2 021

5.2. Propiedades de la suma de matrices

a) Ley de composicion interna, propiedad uniforme o conjunto cerrado:
La suma de dos matrices de orden m x n es otra matriz dimension m x n.

b) Asociativa:
A+(B+C)=(A+B)+C



c) Elemento neutro:
A+0=A
Donde 0 es la matriz nula de la misma dimension que la matriz A.

d) Elemento opuesto o simétrico:

A+(-A)=0

La matriz opuesta es aquella en que todos los elementos estan
cambiados de signo. Sumada algebraicamente a la matriz inicial nos
ofrece el elemento neutro.

e) Conmutativa:
A+B=B+A

Todo ello puede resumirse en el siguiente cuadro:

Tabla A1-1. Propiedades de la suma de matrices.

PROPIEDADES DE LA SUMA DE MATRICES

\Propiedad \Expresién y significado.
Conmutativa A+B=B+A.
/Asociativa A+(B+C)=(A+B)+C.

A+0=0+ A=A, siendo 0 la matriz nula, aquella
Elemento neutro |que, con el mismo orden que A, tiene todos sus
elementos iguales a cero.

A + (-A) = (-A) + A = 0, donde la matriz (-A) se llama
opuesta de la matriz A, y 0 corresponde a la matriz
nula para la dimension de A.

Elemento opuesto
o simétrico

Este conjunto de propiedades hacen que respecto de la adicion el
conjunto de las matrices equidimensionales constituye un GRUPO
CONMUTATIVO O ABELIANO.

5.3. Producto de un escalar por una matriz
Dada una matriz A = (a;;) y un numero real k=R, se define el producto de

un numero real por una matriz: a la matriz del mismo orden que A, en la
que cada elemento esta multiplicado por k. Asi:

k-A = (k-aij)
0o 1 4 0
Z-F 0 ﬂ]— [5 o 5]
o 1 1 10 2 2

Con las siguientes propiedades:




-Asociativa:
a-(b-A)=(a-b)-A, VAEMmnn V:a,b < R

-Distributiva respecto a la adicion de matrices:
a-(A+B)=a-A+a-B,VAB=My,,y:a<k

-Distributiva respecto a la adicion de parametros:
(@+b)-A=a-A+b A VAEMu,Y: abes R

-Elemento neutro:
1T-A=A1=AVA=Mn

-Compatibilidad:
SiA=B=a-A=a-'B

Luego el sistema lineal {Mn,} tiene estructura de espacio vectorial®.

5.4. Producto de matrices

Dos matrices A y B son “multiplicables” o “conformes” si el numero de
columnas de A coincide con el numero de filas de B. El resultado es
otra matriz producto que tiene el mismo numero de filas que la matriz
multiplicando y el mismo numero de columnas de la matriz multiplicador.
Asi:

menXMnxp= M mxp

El elemento c¢;; de la matriz producto se obtiene multiplicando cada
elemento de la fila i de la matriz A por cada elemento de la columna j de
la matriz B y sumandolos, siguiendo la denominada REGLA DE BINET-
CAUCHY.

En definitiva, la matriz resultante C = (c;) se calcula de forma que cada
uno de sus términos c; es igual a la suma ordenada de los productos de
los elementos de la fila i de A por los de la columna j de B: primer
elemento de la fila i de A por primer elemento de la columna j de B; mas

% Un espacio vectorial (o espacio lineal) es el objeto basico de estudio en la rama de la matematica
llamada “algebra lineal”. A los elementos de los espacios vectoriales se les llama “vectores”. Sobre los
vectores pueden realizarse dos operaciones: la multiplicacion por escalares (ley de composicion externa)
y la adicion (operacidn interna: una asociacion entre un par de objetos). Estas dos operaciones se tienen
que cefiir a un conjunto de axiomas que generalizan las propiedades comunes de las tuplas de niimeros
reales asi como de los vectores en el espacio euclideo. Un concepto importante es el de dimension del
E.V. Histéricamente, las primeras ideas que condujeron a los espacios vectoriales modernos se remontan
al siglo XVII: geometria analitica, matrices y sistemas de ecuaciones lineales. La primera formulacion
moderna y axiomatica se debe a Giuseppe Peano, a finales del siglo XIX. Los siguientes avances en la
teoria de espacios vectoriales provienen del analisis funcional, principalmente de los espacios de
funciones.



el segundo de la fila i por el segundo de la columna j, y asi

sucesivamente.
0 N1 o 1
o of|:1 2 1=
i 1Jl1 1 o0

a[

[z-1-n-1-1-1 Z2«0+0+2+1+1 z-1-n-1r1-u]

Ejemplo:

3-1+D-1+0-1 3-0:+0-2+=0-1 B-1+0-1+0-0| =
H5.1+1.1#1.1 5.0#1.2:0-1 5-1#1.1+1-0

£

Con las siguientes propiedades:

-Ley de composicion interna, propiedad uniforme o conjunto cerrado:
el producto de matrices es otra matriz.

-Asociativa:
A-B-C)=(A-B)-C

-Elemento neutro:
I,-A=A-l,=A
, donde I, e I, son las matrices identidad o unidad cuadradas con su
orden respectivo.

-No es Conmutativa necesariamente:

A-B # B-A, por lo que hay que distinguir entre la “premultiplicacién”
(producto por la izquierda) y la “postmultiplicacién” (producto por la
derecha).

-Distributiva del producto respecto de la suma, por la derecha y por la
izquierda:

A-(B+C)=A-B+A-C
(A+B)-C=A-C+B-C

De todo ello se deduce que el conjunto de las matrices cuadradas tiene
estructura de ANILLO UNITARIO NO CONMUTATIVO con respecto a las

dos operaciones internas “+” y “”.



-Otra propiedad, que resulta consecuencia inmediata de las anteriores,
es que:
0-A=A-0=0

5.5. Potencia de una matriz

Como ampliacion del concepto de producto, puede definirse la potencia
enésima de una matriz como el producto de ésta por si misma n veces.
Para que una matriz pueda multiplicarse por si misma tiene que ser
cuadrada. Es decir:

6. DETERMINANTES
6.1. Definicion

A toda matriz cuadrada le corresponde, mediante una aplicacion
inyectiva (a dos elementos distintos del primer conjunto corresponden
dos elementos distintos del segundo conjunto) un numero real, a esta
aplicacion la denominamos “determinante”

El determinante de la matriz cuadrada de segundo orden A se designa

por |A|, o sea:
1] d1z
a3y dag

El valor del determinante de esta matriz, que tiene dos términos (uno
positivo y otro negativo) es: aj1Xx a, - a;xX apq, por aplicacion de la
denominada Regla de Sarrus. Asi mismo, en el caso de una matriz
cuadrada de tercer orden:

1y s
@yt o

3]ty dag

En este caso, el valor del determinante de esta matriz, que tiene seis
términos en su desarrollo (tres positivos y tres negativos) es: a4x axx
A3z T @x1% AzxX a3 + A@3z1X Q12X A3 - @13X AxX A31 - Q23X AzxX Aq1 - Q33X A1 X
aqp, por aplicacion de la Regla mencionada. En general, el determinante
de una matriz cuadrada de orden n tiene precisamente n! términos en su
desarrollo, la mitad positivos y la otra mitad negativos®.

% Por medio de la combinatoria, las factoriales intervienen en el calculo de las probabilidades.
Intervienen también en el ambito del analisis matematico, en particular a través del desarrollo polinomial



6.2. Propiedades

1) Los determinantes de una matriz y de su transpuesta son iguales, esto
es:
Al = |A.

O sea, que todo determinante es igual a su traspuesto. Ello es asi porque
al aplicar la regla de Sarrus obtenemos el mismo desarrollo.

2) Si en una matriz se intercambian de posicion dos filas o dos columnas
(dos lineas paralelas), el valor del determinante cambia de signo, pero no
de valor absoluto. En efecto, puesto que al aplicar la regla de Sarrus
veamos que a cada término positivo del primer determinante le
corresponde uno negativo en el segundo determinante.

3) Si se multiplican todos los elementos de una fila (0 de una columna)
por un numero, el determinante queda multiplicado por ese numero,
puesto que cada término del desarrollo del determinante queda
multiplicado por dicho numero, al que podemos sacar en factor comun.

4) Si dos filas (0 dos columnas) de una matriz son iguales, el
determinante es cero. En efecto, puesto que si el determinante vale A al
cambiar entre si las dos lineas paralelas iguales se obtendra -A , pero
como son iguales, resulta que:

A=-A;2A=0 = A =0, c.s.q.d.

5) Si dos filas (0 dos columnas) de una matriz son proporcionales
(multiplos o divisores), el determinante es cero. Ello se deduce de las
propiedades anteriores

6) Si descomponemos en dos sumandos cada numero de una fila (o de
una columna) de una matriz, la suma de los determinantes de las dos
matrices obtenidas con la descomposicion en sumandos, es igual al
determinante de la matriz original.

7) Si una fila (o columna) es combinacion lineal de las otras filas (o
columnas) de una matriz, el determinante es cero.

de las funciones (féormulas de Taylor y de MacLaurin). Se generalizan a los niimeros reales y hasta a los
complejos con la funcidn gamma, de gran importancia en el campo de la aritmética. Existe un
equivalente, cuando n tiende al infinito, del factorial n, dado por la formula de Stirling, de gran aplicacion
en el calculo de limites de sucesiones, cuya ventaja reside en que no precisa induccioén y por lo tanto
permite evaluar n! tanto mas rapidamente cuanto mayor sea n.



8) Si cambiamos una fila (o una columna) por la obtenida por la suma de
esa fila mas el producto de otra fila (0 columna) por una constante, el
valor del determinante no varia.

9) Se pueden hacer transformaciones, siguiendo las reglas anteriores, en
una matriz, de tal forma que, todos los elementos de una fila (0 columna)
sean ceros y el determinante no varie (lo que se denomina regla de
“condensacioén”).

6.3. Menor complementario

Menor complementario del elemento a; es el determinante de la matriz
formada al suprimir la fila y la columna en la que se halla el elemento a;.

El menor complementario de a; es m;.
6.4. Adjunto o cofactor de un elemento
Es el determinante de la matriz formada aplicando esta formula: (-1 )i+jmij.

Se llama adjunto o cofactor del elemento a; al menor complementario
anteponiendo:

El signo es + si i+j es par.
El signo es - si i+j es impar.

Ejemplo de aplicacion: El determinante adjunto del elemento a,, sera el
siguiente cambiado de signo, puesto que la suma de sus subindices es
impar: 2 +1 = 3.
1 21
= —I-—E ;
3 b
cuyo valor es 2, por aplicacion simple de la regla de Sarrus anteriormente

expresada.

El valor de un determinante es igual a la suma de productos de los
elementos de una linea por sus adjuntos correspondientes. Esto es:

&, a . a,
a1 a:z az &, .. &, &, - Gy, &y A
A= |2 2 v l=ay | =8 e R +ay,
a a N EI' Az o+ Gy T - Tt Az

ml mi mna



Asi, por ejemplo, desarrollando el determinante por los elementos de su

primera fila, obtendremos:
-a 1 s
12 a
1 33

como puede verse en el siguiente ejemplo sencillo:

Sy, Gy Ay,
A=y, a, a,|l=a,
Gy Gy Ay

Rz A
&y Gy

L1 B
@y, Ay

32 1
D2 5.4 2 -5 _ 0 -5 . o 2 _
21 4 14 -2 4 -2 1

= 3(8+5) - 2(0-10) + 1(0+4) = 39 + 20 + 4 = 63

7. MATRIZ INVERSA

La matriz inversa de A se designa por A”. Para calcular la inversa de
una matriz, primero se calcula su determinante, siguiendo el
procedimiento que detallaremos en primer lugar. Si el determinante es
cero la matriz no tiene inversa o no es invertible, por lo tanto, debe
tratarse de una matriz regular (no singular). A continuacion, se calculan
los adjuntos de cada elemento de la matriz. Después se divide cada
adjunto por el determinante de la matriz. Por ultimo, se forma la matriz
inversa poniendo los valores obtenidos correspondientes a la posicion ij
en la posicion ji.
El producto de una matriz por su inversa es igual a la matriz identidad.
Esto es:
A-AT=A"-A=I
Con las siguientes propiedades:

(A-B)!' =B"- A"

(A7) =A

(k-A)"' =k7- A"

(A t)-1 = (A -1)t
Se puede calcular la matriz inversa por dos métodos diferentes, a saber:

1°. Célculo de la matriz inversa por determinantes

Se tienen las siguientes definiciones:



Al - I;‘—I-(m")t

A1 Matriz inversa
|A| Determinante de la matriz
A’ Matriz adjunta

4
(A') Matriz traspuesta de la adjunta

Ejemplo 1. Se trata de hallar la inversa de la matriz:

2 0 1
A=13 0 0
= 1 1

, para lo cual se llevan a cabo los siguientes pasos:

1. Calculamos el determinante de la matriz; en el caso que el
determinante sea nulo la matriz no tendra inversa (no sera “invertible”).

4i

2. Hallamos |la matriz adjunta, que es aquella en la que cada elemento se
sustituye por su determinante adjunto o cofactor.

flo o ol
I I S | R
A.=_‘01 El_E c1=1_3_2
1 1 1 Wil a3 o

1 1

0 0

kB|_E|EﬂJ

3. Calculamos la traspuesta de la matriz adjunta.

o 1
(4% - [-3 -3 ;]
3 -2 o0

4. La matriz inversa es igual al inverso del valor de su determinante
multiplicado por la matriz traspuesta de la adjunta.



o 1 oy |° % 0

A"=% 3 3 3l=-l-1 4
3 =2 o |, _2 ,
\ 3 y

Ejemplo 2. Vamos ahora, como ejemplo de este procedimiento, a calcular
la inversa de la matriz A:

El valor del determinante es: |A| = 5 y la matriz inversa buscada A™' sera:

3 _2 _2]
5 5 5
2 2 2
5 5 5
1 2 2

5 5 5

Ejemplo 3. Como hemos visto en las propiedades anteriormente
enunciadas, la inversa del producto de dos matrices es el producto de las
matrices inversas cambiando el orden. Asi:

(4-By'=p5"1. 4"

Procedamos, en base a la aplicacion de esta propiedad, al calculo de la
inversa de la siguiente matriz A:

2 -2 1
-1 1 1
-1 3 5

Para calcular la inversa de la matriz anterior, primero calculamos el
determinante |A|:

2 -2 1
-1 1 1|=10+2-3+1-6-10=-6 #0
-1 3 5



Al ser diferente de cero (matriz regular, no singular), la matriz es invertible. Después
calculamos separadamente cada uno de los determinantes adjuntos o cofactores, esto es:

A= Yesozoz a1t Y2 (-5+1)=4 A e P
11_3 5_ - 12 = 1 5_ - 13__ 3_ -
PR (-10-3)=13 A, = i FEC TS PR SR b
23 s - 27 s - 5k 3
PR i PR SR L (z+1)—3,c1—2 AT
Tl o) - 2k 1 - Tk 1| -
T portanto .
NERRERRE
A'lz—g 4 11 -3
2 -4 0
Comprobacidn
2 13 -3y(2 -2 1 -6 0 0 10 0
atoa=-Ly o oZ3-1 1:—% 0 -6 0 |=|0 1 0
~2 -4 0)l-1 3 s 0 0 -6, lo 0 1
=1 c.s.q.d.

2°. Célculo de la matriz inversa por el método de Gauss-Jordan

En matematicas, la eliminacion gaussiana, eliminacion de Gauss o
eliminaciéon de Gauss-Jordan, llamadas asi debido a Carl Friedrich
Gauss y Wilhelm Jordan®’, son algoritmos del algebra lineal concebidos

7 Wilhelm Jordan (1842-1899) fue un geodesta aleman que hizo trabajos de topografia en Alemania y
Africa. Es recordado entre los matematicos por su algoritmo de eliminacién de Gauss-Jordan, que aplico
para resolver el problema de los minimos cuadrados. Esta técnica algebraica aparecio en su Handbuch der
Vermessungskunde (1873). Wilhelm Jordan, en su trabajo sobre topografia, usé el método de minimos
cuadrados de forma habitual. Como en astronomia, cuando se realizan observaciones geodésicas, existe
una redundancia en medidas de angulos y longitudes. No obstante, existen relaciones que conectan las
medidas, y se pueden escribir como un sistema lineal sobre-determinado (con mas ecuaciones que
incognitas), al cual se le aplica el método. El propio Jordan particip6 en trabajos de geodesia a gran escala
en Alemania como en la primera topografia del desierto de Libia. En 1873 fundé la revista alemana
Journal of Geodesy y ese mismo aflo publico la primera edicion de su famoso Handbuch. Como los
métodos de minimos cuadrados eran tan importantes en topografia, Jordan dedic6 la primera seccion de
su Handbuch a este asunto. Como parte de la discusion, dio una detallada presentacion del método de
eliminacion de Gauss para convertir el sistema dado en triangular. Entonces mostré cémo la técnica de
substitucion hacia atras permitia encontrar la soluciéon cuando se conocian los coeficientes. Sin embargo,
anota que Si se realiza esta substitucion no numéricamente, sino algebraicamente, se pueden obtener las
soluciones de las incognitas con formulas que involucran a los coeficientes del sistema. En la primera y
segunda edicion (1879) de su libro, simplemente dio estas formulas, pero en la cuarta edicion (1895),
ofreci6 un algoritmo explicito para resolver un sistema de ecuaciones con matriz de coeficientes
simétrica, que son las que aparecen en los problemas de minimos cuadrados. Este algoritmo constituye,



para determinar las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales y
encontrar matrices inversas.

Un sistema de ecuaciones se resuelve por el método de Gauss cuando
se obtienen sus soluciones mediante la reduccion del sistema dado a
otro equivalente en el que cada ecuacion tiene una incognita menos que
la anterior. Cuando se aplica este proceso, la matriz resultante se conoce
como "forma escalonada". EI método fue presentado por el matematico
Luis Berrocal, pero se conocia anteriormente en un importante libro
matematico chino llamado Jiuzhang suanshu o Nueve capitulos del arte
matematico.

A mediados de la década de 1950, la mayoria de las referencias al
meétodo de Gauss-Jordan se encontraba en libros y articulos de métodos
numeéricos aunque en las décadas mas recientes ya aparece en los libros
elementales de algebra lineal. Sin embargo, en muchos de ellos, cuando
se menciona el método, no se referencia al inventor.

Sea A una matriz cuadrada de orden n. Para calcular la matriz inversa de
A, que denotaremos, como se sabe, por A™', seguiremos los siguientes
pasos:

1. Construir una matriz del tipo M = (A | 1), es decir, A esta en la mitad
izquierda de M y la matriz identidad | en la derecha.

Consideremos ahora una matriz 3x3 arbitraria:

-
1
(=T
-y e

1
0

La ampliamos u orlamos con la matriz identidad de orden 3 (I3), con lo
que resultara:

TR
-
o-=
L= =
2 = O
- o0

en efecto, el método de Gauss-Jordan. Aunque Jordan no usé matrices como lo hacemos actualmente,
realizaba el trabajo sobre tablas de coeficientes y explicaba como pasar de una fila a la siguiente, como
muchos textos hacen hoy en dia. La mayor diferencia entre su método y el actual es que Jordan no hacia
el pivote de cada fila igual a 1 durante el proceso de solucion. En el paso final, simplemente expresaba
cada incognita como un cociente con el pivote como denominador. El Handbuch se convirtié en un
trabajo estandar en el campo de la geodesia, llegando hasta producir diez ediciones en aleman y
traducciones a otras lenguas. Incluso la octava edicion de 1935 contenia la primera seccion con la
descripcion del método de Gauss-Jordan. En la edicion mas reciente, publicada en 1961, ya no aparece.
Por supuesto, en esa edicion gran parte de lo que Jordan habia escrito originalmente habia sido
modificado mas alla de lo reconocible por los editores.



2. Utilizando el método de Gauss-Jordan vamos a transformar la mitad
izquierda, A, en la matriz identidad, que ahora esta a la derecha, y la
matriz que resulte en el lado derecho sera la matriz inversa buscada: A™.
Para ello realizaremos diferentes operaciones con las filas que se
trasladaran automaticamente a la parte derecha, esto es:

F2-F1:
11 0: 1 00
0 -1 1:-110
0 1 0: 0 01
F3+F2:
11 0 100
0 -1 1:-11 D]
0 0 1:-111
F2-F3:
1 1 0 1 0 0
g -10 0 o0 —1]
c 0o 1:-111
Fi+Fy:
100:10-
c-10:0 0 -
[o 6 1:-11 1]
(1) Fy:
1 00 1 0 -1
010 0 0 1]
001 -11 1

La matriz inversa buscada es:

con lo que queda eficazmente resuelto el problema planteado.



3°. Aplicacion alaresolucién de sistemas de ecuaciones lineales®
Conzideramos el sistema de ecuaciones linsales

2x—2x+z=1
—x+y+z=0
—x+3y+3z=—4
La inversa de la matriz de coeficientes la hemos calculado antes. Pongamos el sistema en forma matricial:
2 =2 1y=x 1
-1 1 1|y |=| 0
-1 3 5)z -4
T multiplicamos ambos lades de la igualdad por la matriz inversa de lamatriz de coeficientes, tenemos:
2 13 -3y 2 -2 1%« 2
1
-— 4 11 -3||-1 1 1)y|=—=| 4 11 -3 -2
-2 -4 0 -1 3 53l=z

Operando, queda:

1 0 0y=x 2 13 -3y 1
01 0}y =—% 4 11 -3 -2
0 0 1)z -2 -4 0 Jl—-4
Y operando de nuevo, queda:
x 2
¥ = = x=2 ; y=1; z=-1
z -1

% Se puede aplicar ademas el método de la matriz inversa para resolver sistemas de ecuaciones lineales
compatibles que tengan mds ecuaciones que incognitas. Para ello, basta con obtener un sistema
equivalente al inicial eliminando las ecuaciones superfluas o dependientes (proporcionales, nulas o que
sean combinacion lineal de otras). El procedimiento a seguir es el siguiente: supongamos que tenemos un
sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas, siendo m > n y tal que: rango (A) = rango (A*) =
n. Por lo tanto, sobran m - n ecuaciones. Para averiguar cuales son las ecuaciones de las que podemos
prescindir, basta encontrar en la matriz de los coeficientes ( A ) un menor de orden n distinto de cero,
por ejemplo, el que utilizamos para averiguar el rango de la matriz A. Las filas que intervienen en este
menor son las que corresponden a las ecuaciones principales. Las restantes ecuaciones las podemos
suprimir. También se puede aplicar el método de la matriz inversa para resolver sistemas de ecuaciones
lineales compatibles indeterminados. El procedimiento a seguir es el siguiente: supongamos que tenemos
un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas, tal que: rango (A) = rango (A*) =k <n. Por lo
tanto, sobran m - k ecuaciones y, ademas, hay n - k incognitas no principales. Para averiguar cuéles son
las ecuaciones de las que podemos prescindir, y cuales son las incognitas no principales, basta con
encontrar en la matriz de los coeficientes ( A ) un menor de orden k distinto de cero, por ejemplo, el que
utilizamos para averiguar el rango de la matriz A. Las filas que intervienen en este menor son las que
corresponden a las ecuaciones principales o independientes. Las restantes ecuaciones las podemos
suprimir. Las columnas que figuran en dicho menor corresponden a las incognitas principales. Las
incognitas no principales las pasamos al otro miembro y pasan a formar un tnico término junto con el
término independiente. Se obtiene, de este modo, un sistema de k ecuaciones lineales con k incognitas,
cuyas soluciones van a depender de n - k parametros (correspondientes a las incognitas no principales).



4°. Aplicacion alaresolucién de ecuaciones matriciales

Sea la ecuacidn matricial

2A=AX+ B
stendo
1 0 -1 2
ERER N
despejamos y queda
AX =2A-F

1 0 -1 2 2+1 -2 3 -2
24-8B=12 - = =
-1 1 -3 1 -2+3 2-1 1 1
21 caloulamos la inversa de & v la multiplicamos, par la izquierda (recuerda que el producto de matrices
noes conmutative), a ambos lado de la igualdad, obtenemos la matriz X

Inversa de A

0 L (10
=1 A, =1 A,=—(-1)=1 A4,=0 A,=1 = A'=

‘—1 1 11
4 y 1 0Y3 —2% (3 -2
AMAr =AM B-24) = Xx-= =

1 1)1 1 4 -1

8. RANGO O CARACTERISTICA DE UNA MATRIZ

Menor de una matriz: dada una matriz cualquiera, se pueden obtener,
suprimiendo algunas filas y columnas, otras matrices que se llaman
submatrices. Si la submatriz es cuadrada y tiene k filas (también tendra k
columnas), a su determinante se le llama menor de orden k de la matriz
dada. Si el menor de orden k es distinto de cero, y todos los menores de
orden kK + 1 son cero, o no existen, a ese menor se le llama menor
principal de orden k.

Rango o caracteristica de una matriz: es el numero de lineas de esa
matriz (filas o columnas) que son linealmente independientes. También
puede definirse como el orden del mayor determinante menor
complementario no nulo, o sea, que el rango es: el orden de la mayor
submatriz cuadrada no nula. Utilizando esta ultima definicion se puede
calcular el rango usando determinantes.

Una linea es linealmente dependiente de otra u otras cuando se puede
establecer una combinacién lineal entre ellas.



Una linea es linealmente independiente de otra u otras cuando no se
puede establecer una combinacion lineal entre ellas.

El rango de una matriz A se simboliza: rang(A) o r(A).
Se puede calcular el rango de una matriz por dos métodos diferentes:
1°. Calculo del rango de una matriz por el método de Gauss
Podemos descartar una linea si:

-Todos sus coeficientes son ceros.

-Hay dos lineas iguales.

-Una linea es proporcional a otra.

-Una linea es combinacion lineal de otras.

Veamos ahora el siguiente ejemplo:

4

12 -13 -

21 0 1 1
A=12 4 -2 6 -4

00 0 O O

5 4 -1 5 0O

donde:

F3=2F1

F, es nula

F5=2F2+F1

r(A) =2.

En general, este procedimiento consiste en hacer nulas el maximo niimero de lineas
posible, y el rango sera el numero de filas no nulas.

Sea, por ejemplo, la matriz:

1 42 -1
3 -12 6 -3
A=ly 10 1
0 13 -1

Hacemos:
F2 = F2 - 3F1
F3 = F3 - 2F1

Con lo que resultara la matriz:



L= — B — B

Por lo tanto: r(A) = 3.
2°. Calculo del rango de una matriz por determinantes
El rango buscado es el orden de la mayor submatriz cuadrada no nula.

Sea, por ejemplo, la siguiente matriz:

2 1 3 2
3 2 5 1
8=|-1 1 0o -7
3 -2 1 17
0 1 1 -+

1. Podemos descartar una linea si:
-Todos sus coeficientes son ceros.
-Hay dos lineas iguales.
-Una linea es proporcional a otra.
-Una linea es combinacion lineal de otras.

Suprimimos la tercera columna porque es combinacion lineal de las dos
primeras: c3=c¢4 + C,

2 1 3 2 2 1 2
3 2 2 1 3 2 1
-1 1 0 -7|—=>]|-1 1 -7
3 -2 1 17 3 -2 17
0 1 1 - 0 1 -}

2. Comprobamos si tiene rango 1, para ello se tiene que cumplir que al
menos un elemento de la matriz no sea cero y por tanto su determinante
no sera nulo.

|2|=2#0

3. Tendra rango 2 si existe alguna submatriz cuadrada de orden 2, tal
que su determinante no sea nulo.

N



4. Tendra rango 3 si existe alguna submatriz cuadrada de orden 3, tal
que su determinante no sea nulo.

2 1 2 1 2 1 2
3 2 1|=0 2 11=0 2 1|=0
1 1 - -2 1 1 -1

Como todos los determinantes de las submatrices son nulos no tiene
rango 3, por tanto r(B) = 2.

5. Si tuviera rango 3 y existiera alguna submatriz de orden 4, cuyo
determinante no sea nulo, tendria rango 4. De este mismo modo se
trabaja para comprobar si tiene rango superior a 4.

9. VALORES Y VECTORES PROPIOS
9.1. Conceptualizaciéon

Un vector X; (distinto de cero) es un vector propio de la matriz A si se
cumple la expresién A-X; = A-X; (por la derecha) o bien X{' - A = A - X! (por
la izquierda). EI numero A se llama valor propio, y puede pertenecer al
conjunto de los numeros reales o al de los complejos. Los vectores
propios también se llaman autovectores o vectores caracteristicos y los
valores propios autovalores. Al conjunto de los valores y vectores propios
{\i, X} se le denomina “autosistema”.

Sea A una matriz cuadrada de orden n, y siendo sus elementos tal que
VajeR, se tiene el determinante:

|A-1 - A| > polinomio caracteristico de A.
Al - Al = 0 - ecuacion caracteristica o secular de A.

Las raices de la ecuacion anterior, que pueden ser simples o multiples,
se denominan “raices caracteristicas o latentes, valores caracteristicos,
valores propios o autovalores”.

Desarrollando la expresion A-X; = A; -X; obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones
lineales:

(@ -A)Xg+apXy+ ... +aX, =0
ax X1 t+ (322 - 7L)X2 +...+aXx,=0

Surgen, al respecto, las siguientes proposiciones:



Proposicion 1:

“Si ASB (relacion de semejanza entre matrices cuadradas de orden m),
tienen el mismo polinomio caracteristico”.

Proposicién reflexiva = A-l, = N-(A-1,)'N™" ; o sea:

ASB=B=N-A-N"

A1, — B = (substituyendo) = N-(A-[,)'N" = N-A-N" = N-(A-l, = A):N"’
Tomando determinantes:

| A 1y-Bl=IN-(1,-A)NT = INT- [ 1-Al- INT [ = A1-A L c.s.q.d.
Proposicion 2:

a,, - a,
“‘SiA=| .. .. .. |yAisonlos valores propios de A, se cumple que:

n1 nn
a) ixi =tr(A)= iaii ;
i=1 i=1

b) qx =|Al.”

Demostraciones respectivas:

a) Como consecuencia de ello, podemos escribir:

% 0 0. 0
A= 0 %, 0 . entonces:
0 0 0. 1,
% 0 0.. 0) (A, 0 0.. O
O A~ 0... 0 0O A, 0. O
i, A - |0 2o he )i (1)

Por otro lado:



A—a, —a, .. -—a,
—-a A—-a,, .. -—a

‘Mn —A‘ _ 21 22 2n 2)
—a, .. A—a,,

El desarrollo del anterior determinante por la primera fila, seria:
(A -a1) At (-an2) At ...+ (-amn) Amn

En Aq, (n>h>1), la mayor potencia de A es n — 2. Pero en el desarrollo de
A1 aparece el sumando A", luego en el desarrollo de |Al| aparecera el
sumando: - ag; - A"

Haciendo analogo razonamiento con las demas filas, llegamos a que el
coeficiente de A" en el desarrollo de |A| es:

-(811 +taxpt... +ann)

Pero en (1) el coeficiente de A" es: — (A + A, + ... + ;) y queda probado
queasy +tapt...tan =AM+t H A= tr(A), c.s.q.d.

b) Si hacemos A = 0, se tiene: [-Al= (-1)"AAs ... An
-
y como: |-Al=(-1)"|Al

= |Al= 00y ... xn=ir:11 A

Proposicion 3:

“Si A es una matriz simétrica, A1y Ao / A4 # A, son dos valores propios de
la matriz A, y X4 y X, dos vectores propios de dicha matriz = X; y X; son
ortogonales.” (O sea: XX, = X1-X', = 0).

Demostracion:

Tenemos que
A'X1=7L1'X1 ) A'X2=7L2'X2

luego,
X' AXy = X% (b - Xq) = X% Xy

y analogamente:
XA X = 0XXe  (3)



Como AXL,X; es una matriz de dimension (1 x 1) sera igual a su
transpuesta. Luego:

XLAXY = (XHAX) = XY - Al X = XYAX,  (4)
pues al ser A simétrica, se tiene que: A = A'.
De (3) y (4) se deduce que:
MXoXy = XY - Xo

o sea,
(M1-22) X2-X=0 (5)

y como (A4 - A2) = 0, de la expresion anterior (5) se deduce que:

X'+ X;=0
es decir, que los autovectores X, y X, son ortogonales, c.s.q.d.
Proposicion 4:
“Los valores propios de una matriz simétrica A son numeros reales”.
Proposicion 5:

“Si A es simétrica, podemos seleccionar n vectores propios ortonormales,
que constituyen una base ortonormal”.

9.2. Ejemplo

a) Hallar los autovalores, forma diagonal y autovectores de la siguiente
matriz:

-1 0 2
A=l0 2 O
2 0 -1

b) Demostrar que se cumplen las proposiciones anteriormente
enunciadas (2, 3,4y 5).

c) Obtener A® y la exponencial de dicha matriz.

Respectivamente, se tiene que:
a)



- Autovalores:
Ecuacién caracteristica o secular. |A-1,-A|=0;

A 0 0l |[-10 2 A+1 0 -2
O A 0|-|]0 2 0= 0 2A-2 O
0 0 A 2 0 -1 -2 0 A+1

b

A+1 0 -2

si| 0 A-2 0 |=0; desarrollando el determinante, se tiene:
-2 0 A+1

(AP+14+20)(A-2) - 40 + 8 =0; A%+ A+ 202 -20%-2-4X1 - 41 +8=0;
A2-70+6=0;conloque: L=1

Aplicando la regla de Ruffini®®, se obtiene la ecuacion de 2° grado cuya
solucion nos aportara las otras dos raices caracteristicas o latentes:

AM+r-6=0
2
k_—1i«/1+24 ~
2
-3

- Forma diagonal:

Como todos los autovalores son distintos, y ademas la matriz es
simétrica, la forma diagonal sera:

0
A= 0

O O -~

0
2
0 -3

La forma diagonal también podria hallarse del siguiente modo.
Tomariamos la matriz de “paso” o “modal’:

% En algebra, la Regla de Ruffini (debida al matematico italiano Paolo Ruffini, 1765-1822) nos permite
dividir un polinomio entre un binomial de la forma (x — r), siendo r un niimero entero. También nos
permite localizar las raices de un polinomio y factorizarlo en binomios de la forma (X — r) (siendo r un
nimero entero).



10 1
M=P=|0 1 0 |, que tiene por columnas los vectores propios
1 0

asociados, y entonces: A = P-A-P" ; postmultiplicando: AP = P-A. Y
ahora, premultiplicando por la matriz inversa: P"-A-P = A ; o sea:

172 0 1/2 -1 0 2 10 1
A=P"AP=| 0 1 0 [x{0 2 0|x/0 1 0|=
172 0 -1/2 2 0 -1 (10 -1
12 0 12| |1 0 1 10 O
= 0 2 0|x0 1 0|=/0 2 0 |,c.s.q.d.
-3/2 0 32 |1 0 -1 0 0

Por otra parte, la “matriz ortogonal de paso” surgird de la base
ortonormal, con lo que:

1142 0 1/42
M,=| 0 1 0
1142 0 —1/42

- Autovectores:
Debe cumplirse la ecuacién vectorial: A-X; = A; - X; (por la derecha);

-1 0 2| x, X,

Parar=1—- |0 2 0 [Ix,|=|X,]|;
2 0 —-1{[x; X,

2X, =X, X, =
2X, - X3 = X5 | X4 -X; =0

Se trata de un sistema homogéneo de dos ecuaciones y tres incégnitas;

-1
0 |=0 ; Rango matriz coeficientes < nimero de incégnitas
-1

o -~ O

1
0
1



(r<p) 2<3, luego es COMPATIBLE INDETERMINADO, con lo que tiene «
soluciones, y una solucién cualquiera sera:

1

ki 0| AUTOVECTOR
1

Del mismo modo:

-1 0 2| x, 2X,
Parar=2—| 0 2 0 f|x,|=|2%,|;
2 0 —-1|x, 2X,

- X, +2X, = 2%, | — 3X, +2x, =0
2X, = 2X, 0 =0
2X, - X3 =2X5 | 2X -3x, =0

-3 0 2
0 0 O0|=0— 2<3 (tiene o soluciones, y una solucion cualquiera
2 0 -3

0
serd) 2> K 1|, AUTOVECTOR
0
Por ultimo:
-1 0 2][x - 3X, |
Parar=3—| 0 2 0 [|x,[=]-3X,|;
2 0 —1|x, —3X%; |
- X4 + 2%, = =3X, | X, +X%X,,=0
2X, = -3X, 5X, =0
2X, - X5 = —3X5 | X, + X5 =

Como en los casos anteriores, se trata de un sistema homogéneo de dos
ecuaciones y tres incégnitas, que nos permite formar el determinante de
la matriz de los coeficientes:



_ O
o O O

1
0/=0— 2<3 (tiene « soluciones, y una solucion cualquiera serd)
1

1

—>k|l 0 | AUTOVECTOR
-1

b)

-Cumplimiento de la proposicion 2:

10 2
A=|0 2 0]
2 0 -1

a)Z,xi=tr(A)—>1+2-3=o; r(A)=-1+2-1=0:

-1 0 2
b)gxi=|A|—>1-2-(-3)=-6=O 2 0|=2-8=-6;c.s.q.d.
2 0 -1

- Cumplimiento de la proposicién 3:
En este caso, veamos que A es simétrica.

En efecto, los autovectores son ortogonales 2 a 2, puesto que:

11101 0
0;/1];| 0 |; [1,0,1]x|1]|=0, ... etc. (en todos los casos).
1110 |-1 0

- Cumplimiento de la proposicion 4:

Como A es una matriz simétrica, sus valores propios o “autovalores” son
numeros reales. En efecto:

(1,2, -3) e{R}.

- Cumplimiento de la proposicion 5:



Como A es simétrica, podemos seleccionar tres vectores propios que
sean ortogonales entre si y de médulo igual a 1 (ortonormales). Para ello,
introduciriamos la condicion de “ortonormalidad”, a saber:

2 2 2 ’
\JX: +X;+X5 =1 ; con lo que la base ortonormal seria la formada por
los vectores:

17421 107 [ 1/42
0 [;[1(; 0 )
1421 (o] [=1/4/2

c) Asi mismo, se tiene que (A" = P-A"P”):

10 1 1.0 O 172 0 1/2
AS=PA3P'=|0 1 0 |x/0 22 O (x| 0 1 0 |=
10 -1/ (0 0 =3%| [1/2 0 -1/2

1.0 -27] [1/2 0 1/2 -13 0 14
=l0 8 0 (x{0 1 0 |=/ 0 8 0|
1.0 27 172 0 -1/2 14 0 -13

Por otra parte, la exponencial pedida de la matriz A, sera:

10 17[e" 0o o] [1/2 0 1/2
ef=Pe*P'=[0 1 0|x|0 € 0 |x| 0 1 0 |=
10 -1/ |0 0 e®| [1/2 0 -1/2

e 0 e 172 0 1/2 e+re® 0 e-e”
2 1 2
-0 e 0 |xl 0 1 0 =3 0 e 0o |
e 0 —-e?d| (12 0 -1/2 e-e?® 0 e+e’

10. CUESTIONARIO RESUELTO

a) Preguntas

1. ¢ A qué se llama matriz matematica?
2. ¢ En una matriz, a qué se llama:

a. Elementos
b. Filas



c. Columnas
d. Diagonal principal y diagonal secundaria?

3. ¢ A qué se llama vector fila y vector columna?
4. ; Cuando dos matrices son iguales?

5. ¢ Como se suman las matrices?
6. Identificar y dar ejemplos de cada una de las siguientes propiedades
matriciales:

a) A+B = B+A

b) A+B+C = (A+C)+B

c)A+0=A

d) A+(-A) =0

7. ¢, Como se restan las matrices?
8. ¢, Como se resuelve el producto escalar: n.An?
9. ¢, Qué propiedades son?:

a) n. mxn men

A
b) 1.Amxn Amxn
¢) (-1)-Aman =

10. ¢ Como se multiplican los vectores matriciales?

mxn mxn

11. ¢ Qué condicidn se tiene que dar para poder multiplicar dos matrices?
12. Explicar como se multiplican matrices a través de un ejemplo, dando
las caracteristicas de la matriz producto.

13. ¢ A qué se le llama matriz inversa? Explicar, definir y ejemplificar.

14. ; A qué se le llama matriz transpuesta? Explicar, definir y ejemplificar.

b) Respuestas

1. Se llama matriz matematica al conjunto ordenado de elementos,
distribuidos en m filas y n columnas, y se simboliza del siguiente modo:

Amxn y 0 bien: A(m‘n)
2. Los elementos son los niumeros o funciones que constituyen la

matriz. Y decimos que estos numeros o funciones ordenados en forma
horizontal pertenecen a una fila, mientras que aquellos elementos



ordenados en forma vertical pertenecen a una columna. Ambas
constituyen lineas.

La diagonal principal es el conjunto de elementos dentro de la matriz
cuadrada, los cuales cumplen con la caracteristica de que su lugar en la
fila coincide con su lugar en la columna. Se denominan “elementos
principales”. Esta diagonal empieza en el elemento 11, siguiendo por el
22,y asi sucesivamente, desde el extremo superior izquierdo al elemento
inferior derecho, abarcando tantos elementos como filas posea la matriz.

La diagonal secundaria es justamente la perpendicular a la anterior. Sus elementos se
denominan “secundarios”.

3. Llamamos vector fila aquella matriz conformada por una sola fila, y
vector columna a la matriz de una sola columna.

4. Dos matrices son iguales cuando poseen la misma cantidad de
elementos, filas y columnas. Y sus elementos son iguales y ubicados en
la misma posicion dentro de la matriz (elementos homdlogos).

5. La suma de matrices equidimensionales se realiza sumando de forma
corriente y correlativa los elementos homologos de las matrices
involucradas en la operacion. Recordemos que denominamos “elementos
homologos” aquellos numeros igualmente ubicados dentro de la matriz, a
los que corresponden los mismos subindices.

6. Respectivamente: a) A+B = B+A : Propiedad conmutativa. Podemos
alterar el orden de las matrices que participan en la suma, sin embargo el
resultado no tendra variaciones.

b) A+B+C = (A+C)+B : Propiedad asociativa. Es lo mismo sumar todas
las matrices juntas, que al resultado de la suma de varias matrices
sumarle otra matriz mas.

c) A+0= A : La matriz nula es el elemento neutro en la suma. Si
tenemos una matriz nula (en la que todos sus elementos son 0) la matriz
no nula sera el resultado de la suma de matrices.

d) A+(-A) = 0 : Existencia de elemento opuesto o simétrico. Si a
cualquier matriz se le suma su opuesta o simétrica (-A), el resultado de la
suma sera nulo (elemento neutro del conjunto de las matrices).

7. La resta (suma algebraica) de matrices se realiza sumandole el
opuesto de la segunda matriz a la primera matriz dada.



8. El producto escalar de n.Anx, se resuelve obteniendo el producto de
cada uno de los elementos de la matriz por el numero real dado.
Teniendo en cuenta que cada producto obtenido tendra la misma
ubicacién en la matriz producto que el factor utilizado de la matriz dada.

9. Respectivamente: a) n.Anxn = Mmxn - al multiplicar un numero real por
una matriz obtendremos un matriz producto, del mismo orden o
dimensiones que la primera.

b) 1.Amxn = Amxn - Si €l elemento real dentro de la multiplicaciéon es 1, la
matriz producto sera igual a la primera matriz.

c) (-1).Amnxn = -Amxn : Si el elemento real dentro de la multiplicacién es —1,
la matriz producto tendra el mismo orden y la misma cantidad de
elementos que la primera, pero con distinto signo. En otras palabras, se
obtendra la matriz opuesta o simétrica.

10. Para resolver una multiplicacion entre vectores matriciales hay que
multiplicar el primer elemento de la fila de la primera matriz por el primer
elemento de la primera columna de la segunda matriz, y en forma similar,
se procede asi con los restantes elementos, para luego sumar los
productos obtenidos y llegar asi a un resultado, el cual tendra un orden
determinado por el numero de fila y columna involucradas en la
operacion. Esta operacion recibe el nombre de Regla de Binet-Cauchy.

11. Para resolver una multiplicacion de vectores matriciales hay que
saber que sélo se pueden multiplicar filas por columnas, siendo posible
solo este orden y no pudiendo ser filas por filas, columnas por columnas
o columnas por filas. SOLO FILAS POR COLUMNAS.

Otra condicion es que debe coincidir el numero de columnas de la
primera matriz (multiplicando) con el numero de filas de la segunda
(multiplicador). De tal suerte, las matrices deben ser “conformes”.

12. Sea el siguiente ejemplo:

De entrada veamos que ambas matrices son “conformes”, puesto que:
(2x3)-(3x3)=(2x3)

Aplicando ahora la ya expresada regla de Binet-Cauchy, obtendremos:



(au=(-1.7)+(2.10)+(3.3) = 22
anp=(1.11)+(2.1)+(3.2) = -3
ass= (-1.8)+(2.-4)+(3.1) = 13
ax= (4.7)+(5.10)+(6.3) = 96
ax= (4.11)+(5.1)+(6.2) = 61

_ @25= (4.8)+(5.-4)+(6.1) = 20

A

La matriz obtenida tendra tantas filas como el primer factor y tantas columnas como el
segundo.

13. Podemos decir que una matriz inversa es aquella a la que hay que
multiplicar una matriz cuadrada para que su resultado posea las
siguientes caracteristicas:

- Matriz producto de orden A« (matriz cuadrada)
- Su diagonal principal esta conformada s6lo por 1
- Todos sus elementos, excepto la diagonal principal, son 0

()-(1)- ()

Si bien para encontrar una matriz inversa debemos saber operar con
determinantes (salvo que la obtengamos por aplicacién del método de
Gauss-Jordan), a continuacion se explica como encontrar la matriz
inversa de una matriz de orden 2 y solo de este orden, ya que a medida
que aumentamos la cantidad de elementos, también aumenta la cantidad
de calculos necesarios para resolver la operacion. Veamos el producto
matricial: A-B = 1.

Go)-G)=(1)

w: elemento a4 de la matriz A
X: elemento a, de la matriz A
y: elemento a,; de la matriz A
Z: elemento ay, de la matriz A
a: elemento b4 de la matriz B
b
C
d

Ejemplo:

Siendo:

: elemento by, de la matriz B
: elemento b,4 de la matriz B
: elemento b,, de la matriz B




[P 4] [IPN4)

ui u ) aci .
De aqui se deducen dos sistemas de ecuaciones con las incOgnitas “a ¢” para el
primer sistema y con “b” y “d” para el segundo, suponiendo que conocemos los
elementos de la matriz A. Esto es:

watxc =1 whtxd =0
yatzc =10 ybtzd =1
Del primer sistema resultara lo siguiente:

c=1- wa c=-ya
x X X

Aplicando el método de igualacion:

Yya_1-wa _ 1-wa+ ¥y a
pr-lm oo Lomey
-1

a= X

0=1+(wtya e
X xr =z X %

De esta forma obtenemos “a”, para luego poder encontrar “c” por medio
de la resolucion de una de las dos ecuaciones resultantes del primer
sistema, o sea:

Mientras que, del segundo sistema de ecuaciones, deducimos lo
siguiente:
d=-w b d=1- vb
X Z z

y al realizar la igualacién obtenemos que:

[Pl

De manera analoga a “c’, resolvemos uno de los sistemas de
ecuaciones:

d=-w b 7



Ahora bien, estas féormulas soélo sirven si todos los elementos de la
primera matriz, excepto w(a;;), son diferentes a 0, ya que si X,y 0 z
son iguales a 0, en cualquiera de las operaciones obtenidas para
encontrar “a” o “b” estos elementos son utilizados como divisores y se
sabe que no se puede dividir por 0, pues nos hallariamos ante una
indeterminacién.

Veamos, ahora, el siguiente ejemplo:

G)e(:8)=(19)

Utilizando la primera férmula obtenida, se tiene:

En este caso sera imposible encontrar “a”, ya que esto requiere dividir —1
y —w(-2) por x(0), operacion que no tiene solucion.

Y utilizando la segunda formulacién hallamos que:

Tampoco podremos hallar “b”, ya que esto requiere dividir w(2) por x(0) y
es una operacion idéntica a la anterior, que no posee solucién. Hay que
tener en cuenta que este es un método muy poco practico si,
alternativamente, se sabe operar con determinantes.

14. La matriz traspuesta A, se obtiene colocando la primera fila de A
como primera columna, y en forma similar, se opera con las restantes,
obteniendo asi una matriz A, A la matriz traspuesta de A se la
simboliza asi: A'

Ejemplo:
8§10
§ 147 ; 13 5
A1 1324 A= 4 29
0596 g



ANEXO 2
SUPERFICIES CUADRICAS

1. CONCEPTUALIZACION DE LAS SUPERFICIES CUADRATICAS O
CUADRICAS

Las secciones conicas, elipse, parabola e hipérbola, que se estudian en
el plano bidimensional R? tienen su generalizacién respectiva al espacio
afin tridimensional euclideo R® en elipsoide, paraboloide e hiperboloide,
que son superficies de segundo orden. Obviamente, la generalizacién de
la circunferencia (caso concreto de la elipse de semiejes iguales) es la
esfera.

El ajuste minimocuadratico por regresion no lineal multiple (triple, en nuestro caso),
para efectuar la nivelacion o explanacion de ciertos terrenos de caracteristicas especiales
(parques de atracciones, jardines, campos de golf, ...), 0 a los que se desea dar forma de
acabado diferente a la estrictamente plana, conduce al tratamiento o manejo de este tipo
de formas geométricas amén de otras varias (superficies alabeadas, toroidales, esféricas,
etc.). De ahi el interés de su consideracion aqui, aunque sea elemental.

Se denomina cuéadrica o superficie cuadratica al lugar geométrico de los
puntos del espacio, reales o imaginarios, cuyas coordenadas
homogéneas satisfacen la siguiente ecuacidén de segundo grado con tres
variables (x, y, z):

AL+ By +CL + Dz +Eg+ Fz 4G =0

Debe observarse que en la anterior ecuacion de segundo grado
deliberadamente no hemos incluido los términos mixtos o cuadraticos
(rectangulares) xy, xz e yz, pues la presencia de éstos genera
superficies con rotacion. De hacerse ello, nos encontramos con que la
ecuacion general de una cuadrica también puede expresarse asi, de
modo completo:

AP AP +As P 1 2B1zy 42 Baxat 2By s+ Ay + 201 242004 2024 D =0

En términos matriciales, dicha expresion puede venir dada por la
siguiente ecuacion:

A, B B x x
{z,1,2)| Bh Az B v |+2€0C,G) | v | +D=10
B, By A; z z



Entre los diferentes tipos que podemos encontrar de cuadricas
destacamos los paraboloides, elipsoides e hiperboloides, que veremos a
continuacion con mayor detenimiento. Estas son cuadricas no
degeneradas, a saber:

« Elipsoide

La gréfica de la ecuacion:

2 P 5
TP LT
Stttz (1)

corresponde a un elipsoide. Es simétrico con respecto a cada uno de los tres planos
coordenados y tiene interseccion con los ejes coordenados en (%a,0,0), (0,£b,0) y

(0,0,c). Se ve, pues, que el elipsoide es una superficie finita contenida en el

paralelepipedo determinado por los planos: x = *a; y = +b; z = *c. La traza del elipsoide
sobre cada uno de los planos coordenados es un tnico punto o una elipse. La figura A2-
1 siguiente muestra su grafica.

ZA

Fig. A2-1. Elipsoide.

Como la ecuacién anterior (1) no se altera por el cambio de X, y, z, en -X,
-y, -z, al estar dichas variables elevadas al cuadrado, bien para una sola
de las variables, o bien para dos o para las tres, se deduce que los
planos coordenados, los ejes y el origen son respectivamente planos,
ejes y centros de simetria de la superficie, y reciben los nombres de
planos principales, ejes y centro de la misma. Los valores a, b y ¢ se
llaman semiejes, y vértices los puntos de interseccion de los ejes con el
elipsoide. Si dos semiejes son iguales, la superficie es un elipsoide de
revolucion con respecto al tercer eje.



Cuando a>b>c, el elipsoide en cuestion se denomina escaleno; cuando
es a=b>c, el elipsoide es de revolucion y se llama alargado, por
engendrarse por la elipse ¢ girando alrededor del eje mayor; cuando es
a>b=c, es de revolucién achatado y se engendra por la elipse y girando
en torno de su eje menor. Finalmente, cuando es a=b=c, la superficie
obtenida es una esfera, puesto que la ecuacion (1) se reduce a la: x* + y?
+ 72 = a?, siendo a el radio de la misma.

Por lo que se refiere a las secciones planas, veamos que considerando
un plano paralelo al XOY, de ecuacion z = h, su interseccién con el
elipsoide, referida en su plano a las trazas de éste con los planos XOZ e
YOZ, es:

X2 y2 h2
a_2+b_2:1_c_2 (2)

que representa una elipse real, cuando h? < cz, 0 sea, -c < h < c; y como
los semiejes de esta elipse son:

a medida que |h| crece la elipse va disminuyendo.

Cuando es | h|=c, la ecuacion (2) se reduce a la siguiente:
2 2

b
X—2+y—2=0,osea, y =+ —Xx+/—-1
a b a

que representa dos rectas imaginarias con el punto real (0,0,+c); y
cuando |h|> ¢, la ecuacion (2) representa una curva totalmente
imaginaria.

1 Paraboloide eliptico

La gréfica de la ecuacion:

¥ ¥ =

+ _— = -
s P
es un paraboloide eliptico. Sus trazas sobre planos horizontales: z =k, son elipses:

2 2k
o S



Sus trazas sobre planos verticales, ya sean x = k o bien y = k, son
parabolas.

Fig. A2-2. Paraboloide eliptico.

Se deduce inmediatamente que los unicos planos de simetria son el XOZ
y el YOZ; por tanto, s6lo hay un eje de simetria, que es el OZ. Asimismo,
se ve que las secciones determinadas por planos horizontales z = k son
elipses.

« Paraboloide hiperbdlico

La grafica de la ecuacion:

es un paraboloide hiperbdlico o superficie reglada. Sus trazas sobre
planos horizontales ==& son hipérbolas o bien dos rectas (z=m). Sus
trazas sobre planos verticales paralelos al plano OXZ son parabolas que
abren hacia abajo, mientras que las trazas sobre planos verticales
paralelos al plano OYZ son parabolas que abren hacia arriba. Su grafica
tiene la forma de una silla de montar, como se observa en la figura
siguiente A2-3.



Fig. A2-3. Paraboloide hiperbdlico.
« Cono eliptico

La gréfica de la ecuacion:

(]

|

¥ _
+F_

[A]

Wl

T

es un cono eliptico. Sus trazas sobre planos horizontales = =& son
elipses. Sus trazas sobre planos verticales corresponden a hipérbolas o
un par de rectas. Su grafica en forma de didbolo se muestra en la figura

siguiente A2-4.

Fig. A2-4. Cono eliptico.



« Hiperboloide de una hoja
3’
= =1

Tl

+

La grafica de la ecuacion:
es un hiperboloide de una hoja. Sus trazas o secciones sobre planos

8 Ha

%

-
+=1+

L

horizontales = = k son siempre elipses reales.

&l %

Por consiguiente, la elipse v situada en el plano XOY es la menor de
todas las generatrices y la superficie aparece engendrada por esta

elipse, que va aumentando a medida que el plano se aleja del XOY.

En cambio, sus trazas sobre planos verticales son hipérbolas o bien un
par de rectas que se intersectan. Su grafica se muestra en la figura
siguiente A2-5.

Fig. A2-5. Hiperboloide de una hoja.

« Hiperboloide de dos hojas

La grafica de la ecuacion:
2 ¥ 2 =1
a2 B 2

es un hiperboloide de dos hojas. Su grafica consta de dos hojas
separadas. Sus trazas o secciones sobre planos horizontales = = k son
elipses y sobre planos verticales son hipérbolas (véase la figura A2-6).



Fig. A2-6. Hiperboloide de dos hojas.

2. EJEMPLO 1
Identifiquense cada una de las siguiente superficies cuadraticas:

a)
452 - + 22 44 =0

b)
#4258 -bs-y+10=0

Soluciodn:

a) Dividiendo por -4 la primera ecuacion obtenemos:

—:'-[-" "'—1

4 3

lo cual corresponde a un hiperboloide de dos hojas, con el eje OY como eje de simetria.

b) A continuacién, completando el cuadrado en x, para la segunda
superficie obtenemos:

y-lm{z-3)*4+24

que corresponde, como puede comprobarse, a un paraboloide eliptico con su eje
paralelo al eje OY.



3. ECUACION CON TERMINOS RECTANGULARES
Si ahora introducimos la ecuaciéon completa que incluye los términos
rectangulares, veamos que la cuadrica o superficie de segundo orden
sera el conjunto de puntos del espacio cuyas coordenadas
homogéneas® verifican la ecuacion:
F (X, Y, Z,t) = ayx® + agy® + az” + 2a1,Xy + 283Xz + 2ayz +2axt +
+ 2824yt + 2az4zt + a44t2 =0 (3)
En funcidn de las semiderivadas parciales respecto de las variables
también se puede expresar asi, de acgqerdo con el conocido teorema de
Euler™:

F(x,y,z,t)y=x-fr+y - fy+z-f,+t-f=0

En coordenadas cartesianas rectangulares, con t = 0, la ecuacion de una
cuadrica es:

F (X, Y, Z) = @;1X° + @gy® + @3s2° + 2a1oXy + 2a43XZ + 28p3yZ +2a14X +
+2824y+2334z+2334z+a44=X'fX+y'fy+Z'fZ=0 (4)

Matricialmente, la ecuacion general de las cuadricas se puede expresar
asi:

% Sabemos que la rotacion alrededor de un punto, que no sea el origen, puede realizarse mediante una
traslacion, una rotacion u otra traslacion. Seria deseable combinar estas tres transformaciones en una sola
transformaciéon por motivos de eficacia y elegancia. Una forma de hacer esto es emplear matrices
cuadradas 3 x 3 en vez de matrices 2 x 2, introduciendo una coordenada auxiliar w. Este método recibe el
nombre de coordenadas homogéneas. En estas coordenadas, los puntos estan definidos por tres
coordenadas y no por dos. Asi un punto (X, Yy) estara representado por la tripleta (xw, yw, w). Las
coordenadas X ¢ y se pueden recuperar facilmente dividiendo los dos primeros numeros por el tercero
respectivamente. No emplearemos la coordenada w hasta que no veamos las transformaciones
tridimensionales de perspectiva. En dos dimensiones su valor suele ser 1, para simplificar.

°! Leonhard Euler (nombre completo, Leonhard Paul Euler) nacio el 15 de abril de 1707 en Basilea,
Suiza, y muri6 el 18 de septiembre de 1783 en San Petersburgo, Rusia. Fue un respetado matematico y
fisico, y estd considerado como el principal matematico del siglo XVIII y como uno de los més grandes
de todos los tiempos. Vivié en Rusia y Alemania la mayor parte de su vida y realizd importantes
descubrimientos en areas tan diversas como el célculo o la teoria de grafos. También introdujo gran parte
de la moderna terminologia y notacion matematica, particularmente para el area del andlisis matematico,
como por ejemplo la nocion de funcion matematica. También se le conoce por sus trabajos en los campos
de la mecanica, Optica y astronomia. Euler ha sido uno de los matematicos mas prolificos, y se calcula
que sus obras completas reunidas podrian ocupar entre 60 y 80 volumenes. Una afirmacion atribuida a
Pierre-Simon Laplace expresa la influencia de Euler en los matematicos posteriores: «Lean a Euler, lean a
Euler, él es el maestro de todos nosotrosy.



a; @8, a3 8y X

a, a, a, a y
(x-y-z:t) 12 2 23 24 ~0

a3 8y Ay 8y z

a a a a t

Abreviadamente, podemos expresar el producto matricial o vectorial
anterior asi:

Xt-A-X=0

La matriz A es la matriz cuadrada simétrica de los coeficientes de las
incognitas. Su determinante se denomina “discriminante” de la cuadrica.

4. CENTRO DE LAS CUADRICAS

Por otra parte, el centro de las cuadricas es el punto o lugar geométrico
del espacio R® cuyas coordenadas son las soluciones del sistema de
ecuaciones formado por la igualacién a cero de las formas asociadas o
derivadas parciales:

EZO’ ﬁzo’ fzo
oX oy o0z

Por tanto, derivando en la ecuacion general (4), nos queda un sistema
heterogéneo, de tres ecuaciones y tres incognitas, compatible y
determinado, asi:
apX+apy+apztay=0
aipX +axpy +axz+ay=0
aisX +axpy tapztay=0
Resolviendo este sistema por aplicacién de la regla de Cramer® tenemos

que las coordenadas del centro y las soluciones de este sistema son las
siguientes:

2 Gabriel Cramer (1704 - 1752) fue un matematico suizo nacido en Ginebra. Profesor de matematicas
de la Universidad de Ginebra durante el periodo 1724-27. En 1750 ocup¢ la catedra de filosofia en dicha
universidad. En 1731 presentd, ante la Academia de las Ciencias de Paris, una memoria sobre las
multiples causas de la inclinacion de las orbitas de los planetas. Edit6 las obras de Jean Bernouilli (1742)
y de Jacques Bernouilli (1744) y el Comercium epistolarum de Leibniz. Su obra fundamental fue la
Introduction a I’analyse des courbes algébriques (1750), en la que se desarrolla la teoria de las curvas
algebraicas segun los principios newtonianos, demostrando que una curva de grado n viene dada por N
puntos situados sobre ella.
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Siendo A; el determinante adjunto o cofactor del elemento a;; en el
determinante de la matriz de coeficientes A. Como podemos ver tiene
que ser necesariamente Ay4 # 0 para evitar indeterminaciones.

Cuando el origen de coordenadas es también el centro de la cuadrica,
debe cumplirse que: F (X, y, z) = F (-x, -y, -z). Para ello, la ecuacion de la
cuadrica solo debe poseer términos de grado par.

La ecuacion de la cuadrica, una vez trasladados los ejes al centro, es la
siguiente:
(P (X! y: Z) + F (X01 YO, ZO) = 0’

habiendo representado mediante ¢ (X, y, z) al conjunto de los términos de
segundo grado de la ecuacion de la cuadrica. Por tanto, las cuadricas
con centro propio (se pueden ver en el cuadro del epigrafe siguiente) son
los elipsoides, hiperboloides y conos. Los paraboloides, en cambio,
poseen centro impropio, que es el punto del infinito.

5. CLASIFICACION DE LAS CUADRICAS

A la caracteristica o rango de la matriz A la llamaremos k y a la de A4 la
llamaremos h. Con ello, segun los valores de k y h podremos clasificar
convenientemente las cuadricas, tal como se puede ver en el siguiente

cuadro.

- CLASIFICACION DE LAS CUADRICAS -
k(A) k’ (centro) h(As4) CUADRICA
. Elipsoide o
4 3 (centro propio) 3 hiperboloide
4 3 (centro impropio) 2 Paraboloide
3 3 (centro propio) 3 Conos
. Cilindro eliptico o
3 2 (recta propia) 2 hiperbélico
3 2 (recta impropia) 1 Cilindro parabdlico
2 2 (recta) 2 Dos planos secantes
2 1 (plano) 1 Planos paralelos
1 1 (plano) 1 Plano doble




A ]
S1]S2|Ss u CUADRICA
ELIPSOIDE A
E + |+ |+ | + |Elipsoide hiperbdlico
HIPERBOLOIDE | + | + | + - | Elipsoide real
+ 1+ - - | Hiperboloide de una hoja
+| -] - - | Hiperboloide de dos hojas
A :
S1]S2|Ss u CUADRICA
CONOS Au
+|+|+| 0 |Cono hiperbdlico
+ |+ - 0 |Cono real
+|-]1-] 0 |Conoreal
A ,
S1|S2(Ss CUADRICA
PARABOLOIDES A
+]+1]0 Paraboloide eliptico
-1-10 Paraboloide hiperbdlico
A ,
CILINDROS Si|S2[Ss A_44 CUADRICA
ELIPTICOS E

Cilindro eliptico real

HIPERBOLICOS

Cilindro eliptico hiperbdlico

Cilindro hiperbélico

Como la ecuacion general de las cuadricas no resulta adecuada para el
estudio, conviene frecuentemente reducirla a otra con menor numero de
términos que llamaremos ecuacion reducida de la cuadrica. Para obtener
la ecuacion reducida de las cuadricas haremos una traslacion y una
rotacion o giro de los ejes de coordenadas cartesianas, y utilizaremos los

denominados “invariantes”.

6. ECUACION REDUCIDA DEL ELIPSOIDE, HIPERBOLOIDE Y

CONOS

Posee la siguiente configuracion analitica:

Los tres valores de S son las soluciones de la ecuacion secular:

S»]X2 + 82y2 + 8322 +

JR

5




que también se denomina “ecuacioén caracteristica” y los tres valores de
S obtenidos (S4, S, ¥y S3) se denominan “autovalores”. Siendo:

I3 = A4y = -R, es el invariante cubico
Iy = \A , es el invariante bicuadratico

El determinante de la matriz anterior, una vez desarrollado, ofrece la
ecuacion de tercer grado:

S*+P-S?+Q-S+R=0, siendo:

ly=-P =aq +ax+as;
- A — 2 2 2
l,=Q=ay-ap+taj-agz+tay-ag—ap—az—ays

7. ECUACION REDUCIDA DE LOS PARABOLOIDES

Posee la siguiente configuracion analitica:
—I . , : o
S,y? +8,z% +2x /I—“ =0 l, =|A| o invariante bicuadrético, e
2

I, = aq1 + ao + a3z, que es el invariante cuadratico, siendo a1, oo, 033
los adjuntos o cofactores de los elementos a4, a,,, as; calculados en Ay,.

8. ECUAQION REDUCIDA DE LOS CILINDROS ELIPTICOS O
HIPERBOLICOS

Posee la siguiente configuracion analitica:

S,x*+8,y? +||—3=0

2
siendo: I'; = A1 + Ax + Asz, que es el invariante especial de los cilindros,
el = a4 + ap + a3z, que es el invariante cuadratico.
9. ECUACION REDUCIDA DE LOS CILINDROS PARABOLICOS

Posee la siguiente configuracion analitica:

'
_|3

S,y? +2x =0

l



teniendo en cuenta que:

{ I, = a4 + ag + as3 , que es el invariante lineal
I's = A1 + A + Aszz, que es el invariante especial de los cilindros

10. RESUMEN DE LOS INVARIANTES DE LAS CUADRICAS

Dada la ecuacion general de una cuadrica, existen ciertas expresiones
formadas con sus coeficientes que toman el mismo valor cuando se
efectua una transformacién de coordenadas cartesianas rectangulares
cualesquiera (no varian en un giro de los ejes donde el origen de
coordenadas queda fijo o bien en una traslacion de los ejes), por cuya
razon reciben el nombre de invariantes.

Como hemos visto en los epigrafes anteriores, dichos invariantes son los
siguientes:

Invariante lineal o métrico: |1 = a1 + ax, + as;
Invariante cuadratico o afin: |, = o1 + 0o + 033
Invariante cubico o proyectivo: |3 = Ay,
Invariante bicuadratico: I, = |A\

Invariante especial de los cilindros: I's = A1 + Ay + Asz

11. EJEMPLO 2
Dada la cuadrica de ecuacion:
Ay* + 47° + 4yz — 2x — 14y — 222+ 33 =0
a) Clasificarla.
b) Hallar la ecuacion reducida.
c) Determinar el plano que corta a la cuadrica segun una conica de
centro en el punto de coordenadas (8, -1, 4).

Solucion:

a) Formaremos la matriz A para hallar su rango o caracteristica:

00 0 -1
A |0 4 2 T |
o o 4 _qq :IAl=-1220;  KA)=4

-1 -7 -11 33



Al ser |A| < 0, se tratara de un paraboloide eliptico, como también
tendremos ocasion de corroborar.

La caracteristica o rango de la matriz h de A4 sera:

A44 = h(A44):2

o O O
N b O
&~ N O
Il
o

Tiene centro impropio, pues A4 = 0. Luego por los valores de ky h
sabemos que es un paraboloide.

Ahora formaremos la ecuacidén en S, o ecuacion caracteristica o secular,
para ver los signos de los autovalores:

-S 0 0
0 4-S 2 |=0
0 2 4-S
-S:(4-8)(4-8)+4S =0; Luego S;=0
S2-85+12=0 S, =2 : S, =6

Luego como los dos autovalores son positivos se trata de un
paraboloide eliptico.

b) La ecuacion reducida de los paraboloides es, como ya se ha visto:

-1
S,y*+S,z% +2x /I—“ =0. En nuestro caso:
2

b= |Al=-12, L=y +om+oi=12+0+0=12

Luego la ecuacion reducida de la superficie cuadrica que nos ocupa sera
la siguiente:

2y’ +62°+2x=0
c) La ecuacién de los planos que pasan por el punto (8, -1, 4) es:
A(x-8) + B(y+1) + (z-4) = 0.

puesto que se puede dividir por un parametro. Luego la conica de centro
(8, -1, 4) vendra dada por la interseccion:



Ax+By+z-8A+B-4=0
4y? + 47° +4yz — 2x — 14y — 222 + 33 = 0
Despejando ahora la variable x en la segunda ecuacion y substituyéndola
en la primera, nos dara la cénica interseccion resultado de su proyeccion
ortogonal sobre el plano YOZ:

2Ay? + 2AZ% + 2Ayz + (B-TA)y + (1-11A)z + (17/2A+B-4=0
El centro de esta conica, que es el punto o lugar geométrico del espacio

de coordenadas cartesianas rectangulares (8, -1, 4), vendra dado por la
resolucion del siguiente sistema de ecuaciones:

fy=4Ay +2Az+B -7A=0 y=-1
en donde:
{ f,=4Az+2Ay+1-11A=0 z=4
-3A+B=0
luggo de donde: A=-1/3 ; B=-1
3A+1=0

El plano buscado sera, por tanto, aquel de ecuacion ordinaria o no
parameétrica:

x+3y—-3z+7=0

Substituyendo ahora los valores obtenidos de A y B, se tendra una
conica de ecuacion:

-4y* —47° —4yz + 8y + 282 - 47 =0

De haber despejado alternativamente la variable z en el sistema de
ecuaciones anterior (o que supone, sin duda, un proceso mas largo)
hubiéramos obtenido la proyeccion ortogonal sobre el plano XQOY, lo cual
nos permitiria clasificar dicha conica y hallar su correspondiente ecuacion
reducida previo el calculo de sus invariantes. En cualquier caso, dicha
determinacion se propone como ejercicio complementario a nuestros
amables lectores.



12. AJUSTE DEL TERRENO A UNA SUPERFICIE CURVA
12.1. Modelizacion de formas basicas

Se definen como formas geométricas basicas a aquellas entidades para
las que se dispone de un modelo matematico simple que las define
univocamente. Las formas geométricas basicas interesantes a los
efectos que nos ocupan incluyen el plano, la esfera, el cilindro, el cono y
el toro. Las cuatro primeras constituyen las formas candnicas de las
cuadricas implicitas. El toro no forma parte de la familia de las cuadricas
y es una superficie de revolucibn obtenida al desplazar una
circunferencia o, en general, una curva cerrada alrededor de un eje
coplanar exterior (con el eje de rotacién situado en su mismo plano)®.
Para todas ellas, incluido el toro, se puede realizar un ajuste directo por
el método de los minimos cuadrados, siendo un algoritmo clasico para la
obtencion de los parametros optimos de aproximacion de un conjunto de
datos mediante un modelo paramétrico.

El método de los minimos cuadrados, utilizado profusamente en este
libro, permite encontrar el mejor conjunto de parametros haciendo
minima la suma de los errores cuadraticos de la aproximacion de una
curva 6 superficie a la nube de puntos.

Los algoritmos de ajuste a geometrias basicas como rectas, planos,
circunferencias, cilindros, conos, esferas y toros se clasifican en dos
grandes grupos que determinan claramente los métodos empleados en
su aproximacion, esto es, las geometrias lineales como rectas y planos y
las no lineales que comprenden a todas las demas.

Normalmente, para geometrias lineales, se emplean métodos de
resolucién u optimizacion condicionados como el de los multiplicadores u
operadores de Lagrange, que permiten obtener algoritmos mas sencillos
basados en métodos de obtencién de valores y vectores propios (véanse
estos conceptos en el epigrafe 9 del anexo 1 de este mismo libro). En
nuestro caso, el tema queda resuelto con la aplicacion informatica Excel
a la que nos venimos refiriendo.

Los métodos de resolucién especificos para geometrias no lineales se
basan en algoritmos de optimizacién como por ejemplo el algoritmo de
Levenberg-Marquardt (BERNAL et alt., 2004).

% La palabra toroide también se usa para referirse a un poliedro toroidal, esto es, la superficie de
revolucion generada por un poligono que gira alrededor de un eje. En lenguaje cotidiano se denomina
anillo al cuerpo cuya superficie exterior es un toro, lo que ilustra la diferencia existente entre una
superficie y el volumen encerrado por ella.



12.2. Segmentacion de los datos

Los ajustes a las formas geométricas descritos anteriormente requieren
una segmentacion previa de los datos. La segmentacion de los datos es
la etapa mas compleja que consiste en realizar una division logica del
conjunto inicial de puntos en subconjuntos que contengan exactamente
aquellos datos pertenecientes a una geometria particular, identificando o
clasificando de antemano el tipo de geometria descrita (BERNAL et alt.,
2004).

12.3. Caracterizacidon de superficies

Diferentes autores han estudiado el reconocimiento y reconstruccion de
objetos estudiando las superficies. Analizando las curvaturas locales se
pueden identificar caracteristicas comunes a diferentes tipos de
geometrias y se puede determinar en qué momento nos hallamos en la
frontera existente entre dos superficies geométricamente diferentes.

La curvatura en un punto de una superficie del terreno se puede calcular
en dos direcciones particulares que maximizan y minimizan,
respectivamente, la variacion de la normal a dicha superficie. Estas
direcciones definen a las curvaturas principales K, y K, estudiadas en
geometria diferencial y sirven para caracterizar y codificar una
informacién discriminatoria acerca de una geometria o un objeto
determinado.

Las expresiones de las curvaturas de algunas de las superficies
geométricas consideradas como planos, cilindros, conos, toros y esferas
resultan relativamente sencillas. Sin embargo, los datos de partida (nube
de puntos de las cotas taquimétricas del terreno original) son discretos y
seria necesario obtener, en primer lugar, la superficie de aproximacion
que es precisamente lo que se pretende conseguir (BERNAL et alt.,
2004).

13. DETERMINACION DE LAS COTAS EXTREMAS
13.1. Maximos y minimos condicionados por relaciones de desigualdad

Cuando se trate (la funcidn de la superficie explanada) de una funcion
lineal (plano), la determinacion de las cotas extremas de la parcela
explanada (maxima y minima) la ofrece directamente el programa de
dibujo empleado (generalmente el CAD o los propios listados de la hoja
de calculo), por lo que el tema planteado no ofrece mayor dificultad.



No obstante, a efectos didacticos, veamos que procederia aplicar, para
su resolucién, los recursos graficos que ofrece la Programacion Lineal,
que es una técnica de la Investigacion Operativa. Si ello lo aplicamos al
primer ejemplo del capitulo 6 de nuestro libro, con el plano definitivo de
explanacion de ecuacion:

Z=0061+0012-x+0017 -y,

que constituye la funcion objetivo con las siguientes restricciones o ecuaciones
condicionantes dadas por la propia configuracion de la parcela del terreno problema:

x <108
y <52
x>0
y>0

Si dibujamos ahora, sobre el plano X0Y, las 4 restricciones anteriormente enunciadas y
desplazamos paralelamente la funcion econdmica u objetivo, obtendremos el siguiente
poligono (rectangulo) convexo:

v A
.
™.

X 1

5 4]
R
™ B
/ Ny
\\’07;}
\\x}
“
e d
13 I > X
11
e
T

Fig. A2-7. Solucion grafica del programa lineal.

Obviamente, las soluciones del problema planteado se encuentran en los vértices
del poligono convexo anterior, con el maximo en 1 (108,52,2°241) y el minimo en 15
(0,0,0°061).

En el caso de tratarse del ajuste de una funcidon no lineal, como los que se contemplan
en el presente anexo (podria tratarse de una cuadrica o de cualquier otra superficie
curva), procede la aplicacion de la programacién no lineal mediante el método de



Karush-Kuhn-Tucker®, cuya explicacion pormenorizada excede de los limites del
presente libro, por los que nos remitiremos a la bibliografia especializada existente al
respecto.

13.2. Maximos y minimos condicionados por relaciones de igualdad

En este caso, se trata de hallar los extremos relativos de la funcidon de
ajuste de la explanacion de una parcela dada por la ecuacion:

con la condicion x? + y* = 18.

Formada la funcién de Lagrange® o lagrangiana:
1 1 2 .2
L(X,y,A)=—+—+A(X“+y~ —18)
Xy

se obtienen las derivadas parciales (condicidn necesaria o de primer
grado):

L, (X,y,1) = —X1—2+2kx =0; L,(xy,r)= —%+2Xy =0

de donde se deduce que:

oseay=x;,comox’+y*=18,=>x=y=1+3.

Para el punto critico (3,3),
NP
27 54

* En matematicas, las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (también conocidas como las condiciones
KKT o de Kuhn-Tucker) son condiciones necesarias y suficientes para que la solucion de un problema de
programacion no lineal sea la optima. En definitiva, se trata de una generalizacion del método de los
multiplicadores de Lagrange que veremos a continuacion.

% Joseph Louis Lagrange, bautizado como Giuseppe Lodovico Lagrangia, también llamado Giuseppe
Luigi Lagrangia o Lagrange (25 de enero de 1736 en Turin - 10 de abril de 1813 en Paris) fue un
matematico, fisico y astronomo italiano que después vividé en Prusia y Francia. Lagrange trabaj6 para
Federico II de Prusia, en Berlin, durante veinte afios. Lagrange demostré el teorema del valor medio,
desarroll6 la mecanica “lagrangiana” y tuvo una importante contribucion en astronomia.



y para el punto critico (-3,-3),

Formando el determinante funcional hessiano orlado relevante (condicion
suficiente o de segundo grado), se tiene:

0 2 2
H(x,y,A)=10 i3+2k 0
X
2 0 %+ 2\
y

Para el punto (3,3), resultara:

0 2 0 2 2
H(33,— =0 2+ o |=p 1 o=-8,0
54 27 ' 27 9 9
5 0 2 1 o 1
27 ' 27 9

Luego en (3,3) existe un minimo relativo que vale 2/3.

Analogamente, en (-3,-3) existe un maximo relativo que vale —2/3.

13.3. Maximos y minimos no condicionados

Definicion. Una funcion de dos variables, como las que aqui nos
ocupan, z = f(x,y) se dice que tiene un maximo (minimo) en un punto
P(xo, Yo) si el valor de la funcién en este punto es mayor (menor) que su
valor en cualquier otro punto X(x,y) de algun entorno del punto P.

Condiciones necesarias de extremo. Si una funcioén diferenciable z =
f(x,y) alcanza un extremo en el punto P(xq, Yo) entonces sus derivadas
parciales de primer orden en este punto son iguales a cero, o sea:

2 0
%[’%_J‘-)'u ; ﬁ["n}i)‘u

Los puntos en los que las derivadas parciales son iguales a cero se
llaman puntos “criticos” o “estacionarios”. Ahora bien, no todo punto
critico es un punto extremo.



Condiciones suficientes para la existencia de extremos en el caso
de dos variables. Sea P(xg, Yo) un punto critico de una funcion z = f(x,y)
con las derivadas parciales de segundo orden continuas en P, y sea
H(Xo, Yo) €l determinante de su matriz hessiana; entonces tiene lugar la
siguiente clasificacion:

i 1 #lxx) siz») e
ZLinurd Ztnsd| o postve  distmo
Hizy y)= ry, Py posiinve megriivo -ﬂm
dyariere gy | smmno 7 Peodle

Es decir, si el determinante funcional hessiano es positivo hay extremo
(el tipo nos lo da f(Xo, Yo), Si €s negativa maximo y si es positiva
minimo). Por el contrario, si el hessiano es negativo no hay extremo. Y,
por ultimo, si el hessiano es cero hay duda (con lo que habra de
resolverse por otro método).

En este ultimo caso, se trata simplemente de hallar los extremos relativos
de la funcidn de ajuste de la explanacion de una parcela dada por la
ecuacion:

z=xyV?*(6-x-y), vx>0, Yy>0

Las primeras derivadas parciales (condiciéon necesaria o de primer grado)
son las siguientes:

z = 3xy(6 ;();5 y)4— x%gz )= x28/2(1 8—3x—3y—x)=

Z, = 2x°y(6 — x —¥) = Xy? = xy(12 = 2x =2y —y) =
=xy(12-2x-3y)=0

\

Los unicos valores que verifiquen x > 0, y > 0, se obtendran de
18-4x-3y=0y 12-2x-3y=0

0 sea, seran las soluciones del sencillo sistema de ecuaciones lineales,
compatible y determinado:

4x + 3y =18
2x+3y =12
de dondex=3,y=2.



A continuacién, se obtienen las derivadas segundas (condicion suficiente
o de segundo grado), para formar el determinante funcional hessiano,
esto es:

( z,, = 2xy*(18 — 4x — 3y) — 4x°y* = 2xy*(18 — 4x — 3y — 2x) =
= 2xy?(18 — 6x — 3y)

z,,= 2x%y(18 — 4x — 3y) — 3x’y* = x’y(36 — 8x — By — 3y) =
= x%y(12 — 2x — By)

A

Z,=x(123 — 2x — 3y) - 3x’y = x’(12 - 2x - 3y — 3y) =
\ = x}(12 — 2x — 6y)

que substituyendo los valores: x = 3, y = 2, toman los valores respectivos
de -144, -108 y -162.

Por lo tanto, se tendra:

-144 -108

H(3,2) =
(92) ‘—108 ~162

‘=11.664>0, y como -144 <0

podremos afirmar que en el punto (3,2) existe un maximo relativo de
valor:z=27 x4 x1=108.

ANEXO 3

RESTANTES ESPECIFICACIONES
METODOLOGICAS

I. LA DISTRIBUCION NORMAL

1. LA DISTRIBUCION TEORICA DE PROBABILIDAD



A lo largo de nuestro libro, y en las ciencias aplicadas en general, se
utilizan profusamente conceptos relacionados con la distribucion teérica
de probabilidad normal, tipificada o no; de ahi el interés de desarrollar
aqui algunas ampliaciones conceptuales que puedan resultar de utilidad
para una mejor comprension de los estudios y determinaciones
efectuadas en algunos capitulos del presente libro. Por otra parte, el
significado fisico del CV (coeficiente de variacién de Pearson) se deduce
claramente si aceptamos que todos los valores de la variable elegida en
el estudio (por ejemplo, la cota taquimétrica de los diversos puntos de
una parcela o solar), se distribuyen de acuerdo con la curva
campaniforme de una distribucion normal y, por lo tanto, se tendra lo
siguiente:

a) Practicamente, todos los valqes observados se hallaran
comprendidos en el entorno: (1 £ 3 CV) X.

b) Aproximadamente, el 95% de las observaciones se encuentran
comprendidas en el entorno: (1 +2 CV)X.

c) Si se toman las N/4 observaciones o cotas taquimétricas de valores
mas bajos del total de los N valores medidos de la variable en cuestion
(cuyo valor superior sera el primer cuartii Q1 de la distribucion de

frecuencias), su media aritmetica sera igual a: q,.=(1-1'27 CV)X.

d) EL 68'27% de las observaciones realizadas estaran comprendidas en
el intervalo: (1 + CV)X.

Desde luego, la ecuacién matematica de la funcion de la distribucion
normal sin tipificar viene dada por la expresion:

y= 1/ G\/E . e-1/2(x-oc/cy)2

, en la que se ha tomado, como es usual, X = a, y que coincide con la
expresion matematica de la célebre "ley de los errores”, debida a Karl
Gauss, siendo y = f(x) la denominada "funcion de densidad normal”.

De esta definicion se deduce que no hay una unica distribucién normal
sino una familia de distribuciones, resultante de los diferentes valores de
los parametros py o.

Veamos ahora que la expresidon de la funcion de densidad normal sin
tipificar esta bien definida, es decir, es una funcion de densidad.
Evidentemente f(x) > O por la propia definicion, pero necesitamos probar
que la integral impropia de primera especie extendida a toda la recta real
vale la unidad (probabilidad total).



v e 2° dx =1
J.°° cA2T
Para ello hacemos el cambio de variable
2= XM
(e}
de donde:
dx = o-dz

Sustituyendo en la expresion anterior, tenemos la “tipificacion”:

(x-p)? 22 z

o 1 - 2w 2

.[ e 29° .dx J' e 2-dz
T %0

= oAl2T

Haciendo un nuevo cambio de variable:

de donde:

z=42v y dz = 1 dv

resultando que la integral anterior sera®

2

2 o 1 1 oo 1
e 2-dz = e V- dv = — e Vv 2dv =
/ .[ /21 J.o [ov \/;J‘O
_;r(1]_£_1
Jr \2) J=

con lo cual tenemos probado que la expresion anteriormente relacionada
es una funcién de densidad.

Asi mismo, se tendra que:

% La funcion gamma de p, T'(p), se define como:

I'(p) = J‘:xp‘“e‘x-dx, Vp >0

y se puede ver que:

Tp)=(p-1)!, T(1)=1y r( J [x 2e dx =/n



F(x,)=P(x < x,)=P(-o0 <x<x,)= j_:f(x)dx

, €s la denominada “funcion de distribucibn normal”’, que es la
probabilidad de que la variable aleatoria estadistica tome un valor < ;.

Las areas comprendidas bajo la curva normal y hasta el eje de abscisas
representan probabilidades; en estas condiciones, veamos que la
probabilidad de que: x € ]x1, x2] sera:

P(x, < x <x,)=F(x,)-F(x,)=P(x < x,)-P(x < x,) =
= j_:f(x)dx - .[:f(x)dx = szf(x)dx.
Como ya hemos visto, cuando la variable aleatoria estadistica que

estamos investigando x viene expresada en unidades de desviacion: Z =
(x-a)/o, se tiene la distribuciéon normal tipificada, asi:

y=1/2n -e*"

, Y decimos que la variable Z se distribuye normalmente con media cero
(o = 0) y varianza uno (6% = 1).

Vamos a proceder, seguidamente, al estudio mas pormenorizado de
ambas curvas.

1) Como acabamos de ver, la ecuacion de la curva normal tipificada
es:

y=1/ 2n-e%”  a=0  o°=1 ,

que es la funcién de densidad normal reducida.

e Extremos relativos y puntos de inflexion:

Se tiene:
y'=1/2n-e*?.(-z)=0 ; z=0/(origen) ;
y'=1/32n-e*7 (22 -1) ; vZ=0-y"=1/12n <0

luego existe un maximo relativo o local en el punto (0, 1/v/2x), de
interseccién con el eje de ordenadas OY, y no habra interseccién con el
eje de abscisas OZ a distancia finita, esto es:

vy=0: Z=+w Yy Z=-w



De y" = 0, o sea: Z°>-1 = 0, saldran los puntos de inflexiéon, que son: Z =
+1; 0 sea, los puntos de coordenadas: (1, 1/vV2r-e )y (-1, 1/4/2n-e).

e Crecimientos y decrecimientos:

VZ<0—-y>0—->CRECIENTE

Veamos que {\VIZ >0 > y'< 0 —)DECRECIENE

e Asintotas:

lim.1//21 -e%'2 =1/2n -e™ =1//2x -1/e” =1/ =0

Z—+0
|ZirT_1. 1/\2n-e%'2 =1/2n e =1/\2n -1/e* =1/ =0

, luego tiene por asintota horizontal (rama hiperbdlica) el eje OZ. No tiene
otras ramas infinitas o ramas parabdlicas.

eSimetrias:

- Respecto al eje OY, pues al cambiar (Z) por (-Z), no sufre variacién (se
trata de una funcién par).

eConcavidades y convexidades:

De: y"=1/x/£-e'zz’2-(22—1), se deduce” que, segun los diferentes
intervalos de la recta real:

VZ €], -1 »> y">0->
CONCAVA
vZ e 1, -1 > y"<0— CONVEXA
VZ e |1, +o[ - y">0— CONCAVA

Su representacion grafica, en definitiva, sera la siguiente:

7 En este caso consideramos que una funcién es “céncava” si fijado un vector unitario en el semieje
positivo OY, dicho vector esta en el mismo semiplano (determinado por las rectas tangentes a la funcion)
que la funcién. En caso contrario (distintos semiplanos) se dice “convexa”. Para calcular los intervalos la
concavidad y convexidad de una funcion cualquiera seguiremos los siguientes pasos: 1. Hallamos la
derivada segunda y calculamos sus raices. 2. Formamos intervalos abiertos con los ceros (raices) de la
derivada segunda y los puntos de discontinuidad (si los hubiese). 3. Tomamos un valor de cada intervalo
y hallamos el signo que tiene en la derivada segunda. Si f'(x) > 0 es concava. Si f'(x) <0 es convexa.
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Fig. A3-1. Curva de distribucion normal tipificada.
Veamos que en esta distribucion tedrica de probabilidad, como en todas las simétricas,

se cumple, como puede observarse facilmente, la igualdad entre la media aritmética, la
mediana y la moda, valores que, en este caso, coinciden con cero.

2) La ecuacion de la curva normal sin tipificar es:
y =1/c /21 - 25" (funcién de densidad normal)

eAsintotas:
lim. y=1/c2n - e 2" —1/c 21 -e* =0 ;

X+

lim. y =1/c 2n el 2t _qi5 \2n e =0

, luego tiene por asintota horizontal (rama hiperbdlica) el eje de abscisas
OX. No tiene otras ramas infinitas o ramas parabdlicas.

eCortes con los ejes:

Cortara al eje OY en el punto (0, 1/cv/2r-€*7") y no cortara al eje OX a
distancia finita.

eExtremos relativos y puntos de inflexion:



y'=1/cy2m 2" [0 —x)/6?]=y (0 —-x)/6> =0 ;>x =0
y'=y' - (a-x)/o® -y -1/ =y-[(0c-x)/62]2—y-1/62 =
=y-(a-x)/c* -yo?/c* :y-[(oc-x)z—oz]/c“ :

v X =oc—>y"=y-(-02)/cs4 = —ylo? <0
luego existe un maximo relativo o local en el punto de coordenadas:

(a, 1 /o+2n).

Por otra parte, de y"=0, o sea: (a - x)2 = 02, saldran los puntos de
inflexién, que son: £ (a- X) = +o; 0 sea: X = a+o, 0 bien x = a-c, esto es,

los puntos de las coordenadas cartesianas rectangulares:
(oc + o, 1/0\/2ne) y ((x - o, 1/0\/2ne)

, siendo convexa la curva entre dichos puntos, y concava en el resto
del intervalo de existencia, como puede comprobarse del estudio de
la segunda derivada y". Asi pues, la curva en cuestion es concava
hacia la regién positiva de OY, para: -©o < X < a-0, Y para a+c < X < +w©
, Y concava hacia la region negativa del eje de ordenadas (convexa
hacia las y’) en el intervalo o dominio de definicién: a-c < x < a+c.

eSimetrias:

La curva es simétrica con respecto a la ordenada correspondiente al
punto a, por ser una funcién par con respecto a la diferencia: (x-o.).

eCrecimientos y decrecimientos:

Vx<oa—Yy>0—->CRECIENTE

\Y
eamos que {VX>G_>y-<0_>DECRECIENTE

Su representacion grafica sera:
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Fig. A3-2. Curva de distribucion normal sin tipificar.

2. LAS AREAS BAJO LA CURVA NORMAL

El estudio detenido que acabamos de realizar, desde el punto de vista
del analisis matematico, de las distribuciones normales tipificadas y sin
tipificar, nos permitira aprovechar los conocimientos que la ciencia
estadistica proporciona acerca de dicha distribuciéon
frecuencias para obtener ciertas conclusiones de tipo cuantitativo, de
gran aplicacion en el analisis de la uniformidad de las variables
altimétricas como la cota taquimétrica o la altitud.

Y asi, se tendra lo siguiente:

Tabla A3-1. Intervalos en la distribucion normal.

% de casos

INTERVALOS

50'00
64'24
68'27
95'00
95'45
99'00
99'73

[(1-0'68-CV) X, (1 +0'68- CV)
[(1-092:CV) X, (1+0'92 -CV)
[(1-CV) X, (1+CV)X]
[(1-196-CV) X, (1+1'96 -CV)X]
[(1-2:CV) X, (1+2CV)X]
X,
X,

~

X]
X]

~  ~—

[(1-2'58-:CV) X, (1+2'58-CV)X]
[(1-3-CV (1+3-:CV)X]

~—

~—

tedrica de

, intervalos que podrian representarse, graficamente, del siguiente

modo:




Fig. A3-3. Area del 68'27%.

Fig. A3-4. Area del 95'45%.
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Fig. A3-5. Area del 99'73%.

El resumen conjunto de los tres graficos anteriores puede verse en el
siguiente:



e o 4 o e i k. v i G e

—3 —2 -1 0 1 3 z
———68,27% ——
- 95,45% -
- 99,73% -

Fig. A3-6. Diferentes areas bajo la curva de distribuciéon normal.

En la siguiente tabla se presentan las areas: joxf (x }dx (multiplicadas
por 1.000) bajo la curva de distribucién normal. A saber:

Tabla A3-2. Areas bajo la curva normal.

X 1.000 A x 1.000 A x 1.000 A X 1.000 4
0,0 000 1,0 341 2,0 477 3,0 498.6
0,1 040 1,1 364 2,1 482 3,1 4990
0,2 079 1,2 385 2,2 486 32 499,3
0,3 118 1,3 403 23 489 33 499,5
04 156 14 419 24 492 34 499,7
0,5 191 1,5 413 2,5 493,8 3,5 499,77
0,6 226 1,6 445 2,6 495,3 3,6 499,84
0,7 258 1,7 455 27 496,5 3,7 499,89
0,8 288 1,8 464 2,8 4974 38 49993
0,9 316 1,9 471 29 498,1 39 499,95

De aqui, pueden resolverse las siguientes cuestiones:

a) Area total bajo la curva normal y probabilidad de que la variable
altimétrica “cota” tome un valor cualquiera de su recorrido o campo
de variacion (de - a +x).

La simple observacion de la tabla anterior nos dice que el area bajo la curva normal,
desde 0 a 3'9, toma el valor:



499'95 / 1.000 = 0'49995 ~ 0'5

Por la simetria de la curva de Gauss, ésta es la mitad del area total, que
vale la unidad. Por otra parte, la probabilidad de que la variable
altimétrica en estudio x tome cualquier valor es la certeza absoluta; por
ello, su valor es la unidad, en virtud del axioma o postulado que reza que
“la probabilidad de un suceso cierto vale 1” (probabilidad total).

b) Area bajo la curva determinada por las ordenadas en los
extremos de los intervalos (1, 2) y (-1, -2). ¢{Cual es el valor de la
probabilidad de que la variable altimétrica x tome un valor
comprendido entre 1y 2?7 ;Y entre -2y -1?

Segun puede verse en la tabla anterior, las areas bajo la curva
comprendidas entre el eje de ordenadas (x=0) y las ordenadas x=2 y
x=1, son, respectivamente:

477 /1.000 = 0'477 y 341/1.000 = 0'341 ;

entonces, el area pedida sera la diferencia:
[ flx}dx- [ f(x}dx =0'477-0'341=0'136 = [/ f(x}dx =13'6%

que es también la probabilidad de que la variable altimétrica x tome un
valor comprendido entre 1 y 2, por la propiedad aditiva del intervalo de
integracion en las integrales definidas.

El area comprendida entre las ordenadas x = -2 y x = -1 es la misma
anterior y la probabilidad de que x tome un valor del intervalo (-2, -1) es
también igual, en virtud de la simetria de la figura, a:

[[f(x)dx=0136 y P(-2<x<-1)=0136

c) Intervalo (-a, a) cuyas ordenadas extremas delimiten el 50 por 100
del area total existente bajo la curva normal y su expresion
probabilistica.

Hemos de encontrar ahora un valor x = a, tal que delimite hasta el eje de
ordenadas el 25 por 100 del area total (por simetria, el intervalo [-a, 0]
delimitara el otro 25 por 100).

Segun la tabla, este valor comprendido entre x = 06 y x =07, y las
areas respectivas, a saber, 0'226 y 0'258, incluyen la de valor 0'250
pedido.



De la proporcion:

0258 -0'226 0250 -0'226
0'7-06 a-06

obtendremos el valor: a = 0'68, con lo que:
0'68
[, fOx}dx =050 y  P(-0%68 <x < 0'68) = 0'50 .

d) Valor de a tal que las colas (areas a la izquierda de -a y a la
derecha de +a) que existen bajo la curva normal sumen el 5 por 100
del area total.

El area de cada cola debe medir el 2'5 por 100 del area total; entonces el
valor de a ha de satisfacer la condicién:

[ fx}dx = 0'500-0'025=0'475

Segun la tabla, este valor de a estd comprendido entre 1'9 y 2'0 y se
puede estimar segun la proporcion:

477-471 _ 475-471 - a=1'9667 ~ 2.
2-1'9 a-1'9

En la practica, se suelen tomar los valores de -2 y 2 para definir la cola
del 5 por 100, o lo que es igual:

P(-2<x<2)=095.

Habida cuenta de su interés para la realizacion de este tipo de calculos, a
continuacién se presenta una tabla que ofrece las areas existentes bajo
la curva normal tipificada, limitadas por la ordenada z = 0 y cualquier
valor positivo de z.

A partir de esta misma tabla, se pueden encontrar las areas
comprendidas entre dos ordenadas cualesquiera, utilizando la simetria
de la curva de Gauss en relacion al eje de ordenadas z = 0. Por ultimo,
se incluye también una tabla con los valores de las ordenadas (y) de la
curva normal tipificada para los diferentes valores de z.

VVeamoslas a continuacion:
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(=23

2.2
23
2.4

2.5

.0000
.0398
0793
1179
1564

1915
2258
.2580
.2881
.3169

3413
.3643
.3849
.4032
4192

4332
4452

ALK

Jtout

4641
4713

A772
4821
.4861
4893
4918

4938
4953
.4966
4974
.4981

.4987
4990
4993
.4995
4997

4998
4998
.4999

A000

&IV

.5000

.0040
.0438
0832
JA217
1591

.1950
.2291
2612
.2910
.3186

.3438
.3665
.3869
.4049
4207

4345
4463

AENA

4564
4649
4719

4778
.4826
.4864
.4896
4920

4940
.4955
.4966
4976
.4982

4987
4991
4993
4995
4997

4998
4998
4999

innn

QI

.5000

0080
.0478
0871
1255
1628

.1985
2324
2642
.2939
3212

.3461
3686
.3888
4066
4222

4357
4474

AEmO
200

4656
4726

4783
4830
4868
.4898
4922

4941
.4956
.4967
4976
4982

.4987
4991
4994
4995
4997

4998
4999
.4999
.4999
.5000

0199
0596
0987
.1368
1736

.2088
2422
2734
3023
.3289

.3531
3749
.3944
4115
4265

4394
4505
4559
4678
4744

4798
4842
4878
4906
4929

4946
4960
4970
4978
4984

4989
4992
.4994
4996
4997

4998
.4999
.4999
4999
.5000

0239
0636
1026
.1406
A772

.2123
2454
2764
.3051
3315

3554
3770
.3962
4131
4279

4406
4515
.4608
4686

4750

.4803

.4846
4881

SaSTL

4909
4931

4948
4961
4971
4979
4985

4989
4992
4994
4996
4997

4998

.4999
4999
4999
.5000

2SO

SO

.0359
.0754
1141
1517
1879

2224
.2549
.2852
3133
.3389

.3621
.3830
4016
4177
4319

4441
4545

1nan

4633
4706
4767

4817
4857

4890

OOV

4916
.4936

.4952
.4964
4974
.4981
.4986

4990
4993
4995
4997
4998

4998
4999
4999
4999
.5000

Fig. A3-7. Areas bajo la curva normal tipificada de 0 a z.
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0,5000
0,5398
0,5793
0,6179
0,6554

0,6915
0,7257
0,7580
0,7881
0,8159

0,8413
0,8643
0,8849
0,9032
0,9192

0,9332
0,9452
0,9554
0,9641
0,9713

0,9772
0,9821
0,9861
0,9893
0,9918

0,9938
0,9953
0,9965
0,9974
0,9981

0,9987
0,9990
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998

0,5040
0,5438
0,5832
0,6217
0,6591

0,6950
0,7291
0,7611
0,7910
0,8186

0,8438
0,8665
0,8869
0,9049
0,9207

0,9345
0,9463
0,9564
0,9649
0,9719

09778
0,9826
0,9864
0,9896
0,9920

0,9940
0,9955
0,9966
0,9975
0,9982

0,9987
0,9991
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998

0,5080
0,5478
0,5871
0,6255
0,6628

0,6985
0,7324
0,7642
0,7939
0,8212

0,8461
0,8686
0,8888
0,9066
0,9222

0,9357
0,9474
0,9573
0,9656
0,9726

0,9783
0,9830
0,9868
0,9898
0,9922

0,9941
0,9956
0,9967
0,9976
0,9982

0,9987
09991
0,9994
0,9995
0,9997
0,9998

0,5120
0,5517
0,5910
0,6293
0,6664

0,7019
0,7357
0,7673
0,7967
0,8238

0,8485
0,8708
0,8907
0,9082
0,9236

0,9370
0,9484
(0,9582
0,9664
0,9732

0.9788
0,9834
0,9871
0,9901
0,9925

0,9943
0,9957
0,9968
0,9977
0,9983

0,9988
0,9991
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998

0,5160
0,5557
0,5948
0,6331
0,6700

0,7054
0,7389
0,7704
0,7995
0,8264

0,8508
0,8729
0,8925
0,9099
0,9251

0,9382
0,9495
0,9591
0,9671
0,9738

0.9793
0,9838
0,9875
0,9904
0,9927

0,9945
0,9959
0,9969
0,9977
0,9984

0,9988
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998

0,5199
0,5596
0,5987
0,6368
0,6736

0,7088
0,7422
0,7734
0,8023
0,8289

0,8531
0,8749
0,8944
0,9115
0,9265

0,9394
0,9505
0,9599
0,9678
0,9744

0,9798
0,9842
0,9878
0,9906
0,9929

0,9946
0,9960
0,9970
0,9978
0,9984

0,9989
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998

0,5239 0,5279
0,5636 0,5675
0,6026 0,6064
0,6406 0,6443
0,6772 0,6808

0,7123 0,7157
0,7454 0,7486
0,7764 0,7794
0,8051 0,8078
0,8315 0,8340

0,8554 0,8577
0,8770 0,8790
0,8962 0,8980
09131 0,9147
0,9279 0,9292

0.9406 0,9418
0,9515 0,9525
0,9608 0,9616
0,9686 0,9693
0,9750 0,9756

0,9803 0,9808
0,9846 0,9850
0,9881 0,9884
0,9909 0,9911
0,9931 0,9932

0,9948 0,9949
0,9961 0,9962
0,9971 0,9972
0,9979 0,9979
0,9985 0,9985

0,9989 0,9989
0,9992 0,9992
0.9994 0,9995
0,9996 0,9996
09997 0,9997
0,9998 0,9998

0,5319
0,5714
0,6103
0,6480
0,6844

0,7190
0,7517
0,7823
0,8106
0,8365

0,8599
0,8810
0,8997
0,9162
0,9306

0,9429
0,9535
0,9625
0,9699
0,9761

0,9812
0,9854
0,9887
0,9913
0,9934

0,9951
0,9963
0,9973
0,9980
0,9986

0,9990
0,9993
0,9995
0,9996
0,9997
0,9998

0,5359
0,5753
0,6141
0,6517
0,6879

0,7224
0,7549
0,7852
0,8133
0,8389
0,8621
0,8830
0,9015
09177
0,9319

0,9441
0,9545
0,9633
0,9706
0,9767

0,9817
0,9857
0,9890
0,9916
0,9936

0,9952
0,9964
0,9974
0,9981
0,9986

0,9990
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998
0,9998

Fig. A3-8. Areas bajo la curva normal tipificada de -« a z.



z 0 v 2 3 4 5 6 1 8 9
T

0.0 | 3989 3989 3989  .3988  .3986 3984 3982 3980  .3977  .3973
01| .3970 3965  .3961  .3956  .3951 3945 3939 3932 3925 .3918
02| 3910 3902  .3894  .3885  .3876 3867 3857 3847  .3836  .3825
0.3 | .3814 3802  .3790 3778  .3765 3752 3739 3126 3712 3697
0.4 | .3683  .3668  .3653  .3637  .3621 3605 3580 3572  .3555  .3538
05| 3521 3503 3485  .3467  .3448 3420 3410 (3391 3372 .3352
0.6 | 3332 3312 3202 3271  .3251 3230 3209 3187 3166 3144
0.7 3123 3101  .3079 3056  .3034 3011 2989 2966 2943  .2020
08 | 2897 2874 2850  .2827  .2803 - 2780 2756 2732 2709 2685
0.9 | .2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468  .2444
1.0 | 2420 2396 2371 - 2347  .2323 2299 2275 2251 2227 2203
11| 2179 2155 2131 2107  .2083 2059 2036 .2012 1989  .1965
12 | 1942 1919 1895  .1872  .1849 1826 1804 1781 1758 1736
13| 714 1691 1669 .I647  .1626 1604 1582 1561 1539 1518
14 | 1497 1476 1456 1435 .1415 1394 1374 1354 .1334 1315
15| 1295 1276 1257  .1238  .1219 200 1182 1163 1145 1127
16| 1109 1092 1074 .1057  .1040 1023 1006 0989  .0973 0957
17| 0940 0925  .0909 0893  .0878 0863 0848  .0833  .0818  .0804
18 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669
19 | 0656 * 0644 0632  .0620  .0608 0596 0584  .0573  .0562  .0551
20 | 0540 0529 0519  .0508  .0498 0488 0478 0468  .0459  .0449
21| 0440 0431 0422 0413  .0404 0396  .0387  .0379  .0371  .0363
22| .0355 0347  .0339  .0332  .0325 0317 0310  .0303  .0297  .0290
23| .0283  .0277 0270 0264  .0258 0252 0246 .0241  .0235  .0229
24| 0224 0219 -.0213 0208 0203 0198 0194  .0189 0184  .0180
25| .0175- 0171 0167  .0163  .0158 0154 0151 0147 0143 0139
26 | 0136  .0132 0120 0126  .0122 0119 0116 0113 0110  .0107
27| 0104 0101  .0099  .0096  .0093 0091 0088  .0086  .0084  .0081
28 | 0079 0077 -.0075 0073  .00T1 0069 0067 0065  .0063  .0061
29 | .0060  .0058  .0056  .0055  .0053 0051 0050  .0048  .0047  .0046
3.0 | .0044 0043  .0042 0040  .0039 0038 0037  .0036  .0035  .0034
31| .00383  .0032  .0031  .0030  .0029 0028 0027  .0026  .0025  .0025
32| .0024  .0023 .0022  .0022  .0021 0020 0020  .0019  .0018 0018
33| .0017 0017  .0016  .0016  .0015 0015 .0014 - .0014 0013  .0013
34| .0012 0012 0012  .0011  .0011 0010 .0010  .0010  .0009  .0009
35| .0009  .0008  .0008  .0008  .0008 0007 .0007  .0007  .0007  .0006
36 | .0006  .0006  .0006  .0005  .0005 0005 0005 ° .0005  .0005  .0004
37| .0004  .0004 0004 0004 .0004 0004 00038  .0003  .0003  .0003
38 | .0003  .00038  .0003  .0008  .0003 0002 0002 0002  .0002  .0002
39 | .0002  .0002  .0002  .0002  .0002 0002 .0002  .0002  .0001  .0001

Fig. A3-9. Ordenadas (y) de la curva normal tipificada en z.




Il. LA PRUEBA DEL CHI-CUADRADO
1. FRECUENCIAS OBSERVADAS Y TEORICAS

En diferentes partes de nuestro estudio se recurre al uso de la
distribucién tedrica de probabilidad “Chi-cuadrado” con el objetivo de
contrastar ciertas hipotesis y poder comparar la dificultad de explanacion
de un terreno. Particularmente, por lo que se refiere a la determinacion
objetiva del denominado “grado de explanacion” de un terreno C, que
aqui hemos definido.

Como ya se ha visto muchas veces, los resultados obtenidos de las
muestras de una poblacibn o universo no siempre concuerdan
exactamente con los resultados tedricos estimados, segun las reglas de
probabilidad.

Por ejemplo, aunque las consideraciones tedricas basadas en la
equiprobabilidad laplaciana® (a priori) o en la probabilidad frecuencialista
de Von Mises® (a posteriori) nos lleven a esperar obtener 50 caras y 50
cruces cuando se lanza al aire 100 veces aleatoriamente una moneda
bien hecha, es raro que se obtengan exactamente estos mismos
resultados.

Supongamos ahora que, en una determinada muestra, se observan una

serie de posibles sucesos: E4, E2, E3, ... , Ek (ver el cuadro siguiente)
que pasan con frecuencias: 0,; 0, O3 ..., O, llamadas frecuencias
observadas y que, segun las reglas de probabilidad, se espera que
ocurran con frecuencias: e,, e,, e,, ... ,6,, llamadas frecuencias tedricas o

esperadas.

% El gran matematico, fisico y astrénomo francés Pierre-Simon Laplace (1749-1827) también trabajo en
la Teoria de la Probabilidad, y en particular dedujo el método de los minimos cuadrados. Su "Théorie
Analytique des Probabilités" se publicé en 1812. La primera formulacion explicita del concepto de leyes
del azar se debe al famoso matematico y fisico Cardano, quien en 1526 establece, por condiciones de
simetria, la equiprobabilidad de aparicion de las caras de un dado a largo plazo. También se conserva un
fragmento de Galileo, respondiendo a un jugador que le pregunt6 por qué es mas dificil obtener 9 tirando
tres dados que obtener 10, lo que pone de manifiesto que comprendié claramente el método de calcular
probabilidades en el juego de dados. Sin embargo, tardaron todavia en aparecer los primeros tratados
sobre el tema.

* Hacia el afio 1920 el matematico Von Mises presenta un nuevo concepto de probabilidad, que
corresponde a un limite especial, cuando n tiende a infinito, de la frecuencia relativa o cociente de dividir
el numero de veces o frecuencia absoluta v que aparece en un suceso S por el nimero de veces N que se
realiza o repite un determinado experimento o prueba. Los tratadistas del Calculo de Probabilidades
recogieron la idea de Von Mises como un postulado empirico, al que denominaron la “ley empirica del
caso” y tal idea la ha recogido la moderna Estadistica no como un postulado, sino mas bien como una
base o imagen empirica que han tenido presente los estadisticos que han elaborado teorias formales
basadas en el concepto de frecuencia.



Tabla A3-3. Frecuencias observadas y esperadas de la prueba del Chi-cuadrado.

SUCESOS E1 E2 E3 Ek
Frecuencia

observada ° 0 O3 Ok
Frecuencia

esperada s ©2 ©3 S

A menudo se desea saber si las frecuencias observadas difieren
significativamente de las frecuencias esperadas. Para el caso en que
solamente son posibles dos sucesos: Eq y E2 (que suele denominarse

dicotomia o clasificacion dicotémica), como, por ejemplo, caras y cruces,
defectuoso o no defectuoso, blanco y negro, etc., el problema queda
resuelto satisfactoriamente con los métodos clasicos. En este apartado
aclaratorio, se considera el problema general.

2. DEFINICION DE y2

Una medida de la discrepancia o divergencia existente entre las
frecuencias realmente observadas y las esperadas o teoricas, es la

suministrada por el conocido estadigrafo X2 de Pearson, dado por la
expresion:

donde si el total de estacas o vértices del terreno analizado es N,
tendremos:

2oj=2ej=N (2)

Una explicacion equivalente a la ofrecida por la (1) es la siguiente:

02
2 j
K =2 -N@)

€
En la terminologia topografica que venimos empleando en el presente
libro, se considera: o, = Y; y g = T.. Pues bien, si x2 = 0, las cotas
observadas del terreno natural y las corregidas mediante la nivelacion
optima que aqui se propugna concuerdan exactamente; mientras que si

x2>0, no coinciden exactamente. Para mayores valores de XZ, mayores
son también las discrepancias existentes entre las cotas observadas y
las tedricamente estimadas.



La distribucidn muestral de X2 se aproxima muy estrechamente a la
distribucion tedrica de probabilidad Chi-cuadrado, cuya grafica puede
verse en la siguiente figura para diferentes valores de v, de configuracion
analitica:

Y=Y, (2) 2 P ee 2 oy g2 e 4y

o

si los valores estimados son al menos iguales a 5; la aproximacion
mejora para valores superiores. Por esto debemos siempre procurar que
las cotas relativas con las que trabajamos no resulten, en ningun caso,
inferiores a 5 m., razén por la cual habra que efectuar las correcciones
propuestas en el capitulo correspondiente. Aqui v es el numero de
grados de libertad, Y, es una constante que depende de v con lo cual,

l6gicamente, el area total bajo la curva vale 1. Algunas distribuciones y2
correspondientes a diferentes valores de v se muestran en la siguiente
figura:

Y

0.5 ~

Fig. A3-10. Distribuciones de Chi-cuadrado para diferentes valores de v.
El valor maximo que alcanza Y se presentaen y2= v -2, para v>2.

Por otra parte, el numero de grados de libertad a tener en cuenta v
viene dado por:



a) v =N -1, si las cotas esperadas o resultantes de la nivelacion que
propugnamos pueden calcularse sin haber de estimar parametros
poblacionales con los estadisticos muestrales. Advirtiéendose que el
restar 1 a N es a causa de la condicién restrictiva (2) que denota que si
son conocidas (N-1) de las cotas esperadas, la cota restante puede ser
determinada.

b) v=N -1 - m, si las cotas esperadas o definitivas del proceso de
nivelacion solamente pueden calcularse estimando m parametros de la
poblacién de cotas a partir de los estadisticos muestrales.

3. ENSAYOS DE SIGNIFICACION

En la practica, las cotas son esperadas de acuerdo con una hipotesis HQ.

Si bajo esta hipotesis el valor calculado de XZ dado por las expresiones
(1) o (3) es mayor que algun valor critico (tal como puede ser x20.95 0

X20'99 , que son valores criticos en los niveles de significacion del 0'05 y

0'01, respectivamente), se deduce que las cotas observadas difieren
significativamente de las esperadas o definitivas y se rechaza la hipotesis
nula Hg al nivel de significacion correspondiente. En caso contrario, se

aceptara, o al menos no se rechazara. Este procedimiento se llama
ensayo o prueba de Chi-cuadrado de la hipotesis.

Se debe advertir que, en aquellas circunstancias en que y2 esté muy
proximo a cero, ha de mirarse el procedimiento empleado con cierto
recelo, ya que es raro que las cotas observadas concuerden
suficientemente bien con las esperadas o resultantes de la nivelacion,
salvo en aquellos terrenos naturales suficientemente llanos. Para
examinar objetivamente estas situaciones, se puede determinar si el

. : 2
valor calculado de X2 es menor que: X20-05 o0 bien o1,
respectivamente.

4. LA PRUEBA CHI-CUADRADO PARA LA BONDAD DEL
AJUSTE

La prueba Chi-cuadrado también puede ser utilizada para determinar de
qué manera ciertas distribuciones tedricas de probabilidad, como pueden
ser la normal, binomial, hipergeométrica, y 6  de Euler, etc., se ajustan a
distribuciones empiricas, es decir, aquellas que se obtienen de los datos
muestrales o cotas taquimétricas iniciales del terreno natural. En nuestro
caso, como ya se ha visto, puede servir para determinar la bondad del
ajuste de diversas funciones de variables altimétricas de interés.



5. TABLAS DE CONTINGENCIA

La tabla anterior A3-3, en la cual las frecuencias observadas ocupan una
sola fila, es una tabla de clasificacion simple. Ya que el numero de
columnas es k, también se llama tabla 1-k. Desarrollando esta idea, se
llega a las tablas de clasificacion doble o tablas h-k, en las cuales las
frecuencias observadas ocupan h filas y k columnas. Estas tablas se
llaman, normalmente, tablas de contingencia.

Correspondiéndose con cada frecuencia real u observada en una tabla
de contingencia h-k, hay una frecuencia tedrica 0 esperada que se
calcula bajo alguna hipétesis y segun las reglas clasicas de la
probabilidad. Estas frecuencias, que ocupan las casillas de una tabla de
contingencia, se llaman frecuencias elementales. La frecuencia total de
cada fila o columna es la llamada frecuencia marginal.

Para estudiar el acuerdo entre las frecuencias observadas y las
esperadas, se calcula, como ya se ha dicho, el estadistico:

(Oj - ej)z

€

= , (5)

donde la suma se extiende a todas las casillas de la tabla de
contingencia; los simbolos oj Y € representan, respectivamente, las

frecuencias observadas y las esperadas en la casilla j. Esta suma, que es
analoga a (1), contiene h-k términos. La suma de todas las frecuencias
observadas se denota por N y es igual a la suma de todas las
frecuencias esperadas.

Como antes, el estadistico (5) tiene una distribucion muestral muy
estrechamente aproximada a la dada por (4), con tal de que las
frecuencias esperadas no sean demasiado pequenas. EI numero de
grados de libertad de esta distribucién Chi-cuadrado viene dado, por h>1,
k>1 por:

(@) v = (h-1) (k-1), si las frecuencias esperadas pueden calcularse sin
tener que estimar parametros poblacionales con los estadisticos
muestrales.

(b) v = (h-1) (k-1) — m, si las frecuencias observadas pueden solamente
calcularse estimando m parametros poblacionales con los estadisticos
muestrales.



Los ensayos de significacion para tablas h-k son analogos a los de las
tablas 1-k. Las frecuencias esperadas se buscan bajo una determinada
hipotesis Ho. Una hipdtesis normalmente supuesta es aquella en la cual

las dos clasificaciones son independientes entre si.

Las tablas de contingencia pueden extenderse a un numero mayor de
dimensiones. Asi, por ejemplo, se pueden tener tablas h-k:| donde estén
presentes tres clasificaciones.

6. CORRECCION DE YATES PARA LA CONTINUIDAD

Cuando se aplican a datos discretos los resultados para distribuciones continuas,
se deben hacer unas determinadas correcciones, como ya se ha sefialado en el
texto. Una correccion analoga es aplicable cuando se utiliza la distribucion Chi-
cuadrado. La correccion consiste en poner la expresion (1) de la siguiente forma:

xz(corregida)z (|01_e1|_0|5)2 +(|02_ez|_0|5)2 +___+(|Ok_ek|_0'5)2 _
€, e, ey
& (‘oj—ej‘—0'5)2
_; —

J

(6)

que se conoce frecuentemente como correccion de YATES. También
existe una modificacion analoga de la formulacion (4).

En general, la correccion se hace solamente cuando el numero de
grados de libertad es v =1, por lo que en nuestro caso practicamente no
tendra aplicacion, habida cuenta de que el numero de grados de libertad
casi siempre sera mayor.

En muestras grandes, se obtienen practicamente los mismos resultados

que la X2 no corregida, pero pueden aparecer ciertas dificultades en
relaciéon con los valores criticos. Para muestras pequefias, donde cada
frecuencia esperada se encuentra entre 5 y 10, puede ser que sea mejor

comparar los valores de y2 corregido y de x2 no corregido. Si ambos
valores conducen a la misma conclusion segun una cierta hipotesis, tal
como despreciarla en el nivel de significacion del contraste del 0'05,
raramente se presentan dificultades. Si conducen a conclusiones
diferentes, se puede o bien incrementar las dimensiones muestrales o, si
esto no fuera posible, se pueden utilizar métodos de probabilidad
exactos, de acuerdo con la distribucion multinomial.



La distribucion multinomial constituye una generalizacion de la
distribucidn binomial. En este caso, en un experimento interesa estudiar
no la ocurrencia de un unico suceso o la de su contrario, sino la de varios
sucesos (tres 0 mas). La distribucion multinomial es esencialmente igual
a la binomial con la unica diferencia de que cada prueba tiene mas de
dos posibles resultados mutuamente excluyentes.

Si tenemos K resultados posibles (E; , Vi =1, ..., K) con probabilidades
fijas (pi, Vi=1, ..., K), la variable que expresa el numero de resultados
de cada tipo obtenidos en n pruebas independientes tiene una
distribucién multinomial.

Esta ultima se basa en que si los sucesos E4, E,, .., Ex, pueden ocurrir
con probabilidades respectivas: p4, po, ..., Pk, €ntonces la probabilidad de
que: E4, Ey, ..., Ex, ocurran Xy, X,, ..., X, veces respectivamente, viene
dada por la expresion:

NI N ]

X4 X Xk i=1

(N!/X1!-X2!-...-Xk!)-p1x1-p2X2-...-pkxk=m- M pE..pl f[—

k
donde: Xy + Xp + ... + X = > X; =N,

i=1

Esta distribucion tedrica de probabilidad, que constituye una
generalizacion de la conocida distribucion binomial, se llama distribucién
multinomial, ya que la expresion anterior es el término general del
desarrollo multinomial: (ps + p2 + ... + py)". Los nimeros tedricos a veces
para que ocurran los sucesos: E4, E,, ..., E, en N repeticiones, son: Npy,
Npo,..., Npk, respectivamente.

Ademas, cada una de las n variables, Xi, que forman una multinomial
M(n,p1,...,pn) siguen distribuciones binomiales B(m,pi), es decir, las
distribuciones marginales de una multinomial son binomiales, por tanto,
la esperanza y la varianza de cada una de estas variables es, E[Xi]=mepi
y Var(Xi)=mpi(1-pi). Estos momentos de las variables componentes de
una multinomial se pueden agrupar en forma de matriz dando lugar a las
denominadas “matriz de esperanzas” y “matriz de varianzas-
covarianzas”, que recogen las caracteristicas tedricas principales de la
distribucion multinomial (medias, varianzas y covarianzas).

La distribucion xz de Pearson aparece, naturalmente, en la teoria

asociada a la suma de los cuadrados de las variables aleatorias

independientes e igualmente distribuidas segun una distribucién
normal.



Conviene, en definitiva, para la realizacion de dichos calculos, el
. . . . .z 2 .
manejo de la tabla de percentiles de la distribucién y°, a saber:

Esta tabla proporciona los valores , ,, tales que
St

1 152.? f_ —lx
P:P(ngip)jj X2 e 2dx

n
n/2 _ 0
2 F(Z

o e

siendo X una variable aleatoria y* de Pearson con n-grados de libertad.

P
0,005 0,010 0,025 0050 0,100 0,250 0,500
n

1 0,0000 0,0001 0,0009 0,0039 0,0157 0,1015 0,454
2 0,0100  0,0201 0,0506 0,1026 0,2107 0,5754 1,386
3 0,0717 0,1148 0,2158 0,3518 0,5844 1,213 2,366
= 0,2070 0,2971 04844  0,7107 1,064 1,923 3,357
5 04117 0,5543 0,8312 1,145 1,610 2,675 4,351
6 0,6757 08721 1,2373 1,635 2,204 3,455 5,348
7 0,9893 1,239 1,690 2,167 2,833 4,255 6,346
8 1,344 1,646 2,180 2,733 3,490 5,071 7,344
9 1,735 2,088 2,700 3,325 4,168 5,899 8,343

10 2,156 2,558 3,247 3,940 4,865 6,737 9,342
11 2,603 3.053 3,816 4,575 5,578 7,584 10,34
12 3,074 3,571 4,404 5,226 6,304 8,438 11,34
13 3,565 4,107 5,009 5,892 7,041 9,299 12,34
14 4,075 4,660 5,629 6,571 7,790 10,17 13,34

15 4,601 5,229 6,262 7,261 8,547 11,04 14,34
16 5,142 5,812 6,908 7,962 0312 11,91 15,34
17 5,697 6,408 7,564 8,672 10,09 12,79 16,34
18 6,265 7,015 8,231 9,390 10,86 13,68 17,34
19 6,844 7,633 8,907 10,117 11,65 14,56 18,34

20 7,434 8,260 9,591 10,850 12,44 15,45 19,34
21 8,034 8,897 10,282 11,591 13,24 16,34 20,34
22 8,643 9,542 10,982 12,338 14,04 17,24 21,34
23 9,260 10,195 11,688 13,090 14,85 18,14 22,34
24 9,886 10,856 12,401 13,848 15,66 19,04 23,34

25 10,519 11,524 13,119 14,611 16,47 19,94 24,34
26 11,160 12,198 13,843 15,379 17,29 20,84 25,34
27 11,807 12,878 14,573 16,151 18,11 21,75 26,34
28 12,461 13,564 13,307 16,927 18,94 22,66 27,34
29 13,121 14,256 16,047 17,708 19,77 23,57 28,34

30 13,786 14,953 16,790 18,492 20,60 2448 29,34
40 20,706 22,164 24,433 26,509 29,05 33,66 39,34
50 27,990 29,706 32,357 34,764 37,69 42,94 49,33
60 35,534 37,484 40,481 43,187 46,46 52,29 59,33

70 43,275 45,441 48,756 51,739 55,33 61,70 69,33
80 51172 53,540 57,153 60,391 64,28 71,14 79,33
90 59,196 61,754 65,646 69,126 73,29 80,62 89,33
100 67,327 70,064 74,221 77,929 82,36 90,13 99,33

Fig. A3-11. Percentiles de la distribucion xz de Pearson ().




1 xir n_ 1 - 1 .
P:P(X-_{xip)=-—‘TJA x2 -e ?odx
onf2p| — 0
G
P
0,750 0,900 0,950 0,975 0,990 0,995 0,999
n
1 1,32 2,70 3,84 5,02 6,63 7,88 10,83
2 2,77 4,60 5,99 7,38 9,21 10,60 13.82
3 4,11 6,25 7,81 9,35 11,34 12,84 16,27
4 5,38 1,78 9,49 11,14 13,28 14,86 18,47
5 6,63 9,24 11,07 12,83 15,09 16,75 20,52
6 7,84 10,64 12,59 14,45 16,81 18,55 22,46
7 9,04 12,02 14,07 16,01 18,48 20,28 24,32
8 10,22 13,36 15,51 17,53 20,09 21,96 26,12
9 11,39 14,68 16,92 19,02 21,67 23,59 27,88
10 12,55 15,99 18,31 20,48 23,21 25,19 29,59
11 13,70 17,28 19,68 21,92 24,72 26,76 31,26
12 14,85 18,55 21,03 23,34 26,22 28,30 32,91
13 15,98 19,81 22,36 24,74 27,69 29,82 34,53
14 17,12 21,06 23,68 16,12 29,14 31,32 36,12
15 18,25 22,31 25,00 27,49 30,58 32,80 37,70
16 19,37 23,54 26,30 28,85 32,00 34,27 39,25
17 20,49 24,77 27,59 30,19 33,41 35,72 40,79
18 21,60 25,99 28,87 31,53 34,81 37,16 42,31
19 22,72 27,20 30,14 32,85 36,19 38,58 43,82
20 23,83 28,41 31,41 34,17 37,57 40,00 45,32
21 2493 29,62 32,67 35,48 38,93 41,40 46,80
22 26,04 30,81 33,92 36,78 40,29 42,80 48,27
23 27,14 32,01 35,17 38,08 41,64 44,18 49,73
24 28,24 33,20 36,42 39,36 42,98 45,56 51,18
25 29,34 34,38 37,65 40,65 44,31 46,93 52,62
26 30,43 35,56 38,89 41,92 45,64 48,29 54,05
27 31,53 36,74 40,11 43,19 46,96 49,64 55,48
28 32,62 37,92 41,34 44,46 48,28 50,99 56,89
29 33,71 39,09 42,56 45,72 49,59 52,34 58,30
30 34,80 40,26 43,77 46,98 50,89 53,67 59,70
40 45,62 51,80 55,76 59,34 63,69 66,77 73,40
50 56,33 63,17 67,50 71,42 76,15 79,49 86,66
60 66,98 74,40 79,08 83,30 88,38 91,95 99,61
70 77,58 85,53 90,53 95,02 100,42 104,21 112,29
80 88,13 96,58 101,87 106,62 112,32 116,32 124,77
90 98,65 107,56 113,14 118,13 124,11 128,29 137,20
100 109,09 118,49 124,34 129,56 135,80 140,16 149,38

NOTA: Para valores grandes de los grados de libertad se puede utilizar la féormula
aproximada:

3
Y2 = n[1—£+2a\/z]
9n 9n

siendo Z, la desviacién normal y n el nimero de grados de libertad. Asi, v. gr.:
xﬁg =60 - (1 - 0’00370 + 2’326 - 0°06086)° = 60 - (1°1379)° = 88’4
para el percentil 99 con 60 grados de libertad.



Fig. A3-12. Percentiles de la distribucién xz de Pearson (Il).

lll. FUNCIONES DE DENSIDAD Y DE DISTRIBUCION

1. GENERALIDADES

En el estudio de las diversas funciones aplicadas a la distribucion de las
variables topograficas que aqui nos ocupan, pueden ser de aplicacion los
conceptos estadisticos de “funcién de distribucion” y de “funcién de
densidad”.

Conviene, al respecto, recordar la definicion de "funcion de distribucion
F(x) para una variable aleatoria continua", como:

F(x)=P(X<x)=P(o<X<x)=[ f(u)}du (1)

En los puntos de continuidad de f(x), el signo < se puede, si se desea,
sustituir por el <.

La probabilidad de que la variable X se halle comprendida entre x y x+Ax
vendra dada por la expresion:

P(x < X<x+Ax)= Imx f(u)-du

X

de tal manera que si x es suficientemente pequefio, tendremos
aproximadamente :

P(x < X < x+AXx) = f(x)-Ax

Por otra parte, veamos que al diferenciar ambos miembros de la
expresion (1), obtendremos:

para todos los puntos donde la funcion f(x) es continua, es decir, que la
derivada de la funcidén de distribucién es, justamente, la "funcién de
densidad".

De hecho, para obtener la ultima expresion, hemos hecho servir la
circunstancia -ya familiar en el calculo infinitesimal- de que:



‘;—;P j f(u)-du = f(x)

Se trata de un caso especial de la denominada "regla de Leibnitz'® para
la diferenciacién de una integral", en el caso de que los limites de
integracion dependen del parametro x. En efecto, tenemos que:

[“F(w, xydu = o (a,a,.%) |

de tal manera que si a;(X) y a,(x) son funciones derivables de x, la
derivada de la integral habra de calcularse como una funcion compuesta,
mediante la aplicacién de la conocida "regla de la cadena", o sea:

d aZ(X)F(u,x)-du=8(p+8(p><631+S(szaz |
dx Jaix) dx da, O6x da, 0Ox

Por otra parte, tendremos que el primer sumando de esta expresion,
considerando los limites de integracion como fijos o constantes, sera:

3¢ _d e

F(u, x)-du =[ “lim. F'x(u,x+0xAx)du = [“F'x (u,x)-dt
= Fux)du = (ux+0xMx)du = [*Fx (ux)dt,

ay Ax—0

Ademas, d¢/da, (siendo a, el limite superior de integracion) es, por las
mismas propiedades de la integral, el valor que toma la funcion
subintegral para: u = a,, 0 sea:

190 1 eibnitz era hijo de un profesor de filosofia moral en Leipzig. Aprendié el mismo Latin y algo de
Griego a la edad de 12 afios, para asi poder leer los libros de su padre. Desde 1661 al 1666 estudio leyes
en la Universidad de Leipzig. En 1666 le fue rechazado el ingreso para continuar con un curso de
doctorado, y fue a la Universidad de Altdorf, recibiendo su doctorado en leyes en el 1667. Continud su
carrera de leyes trabajando en la corte de Mainz hasta 1672. En ese afio visitd Paris para tratar de disuadir
a Luis XIV del ataque al territorio aleman. Permanecié en Paris hasta 1676, donde continud practicando
leyes. Sin embargo en Paris estudié matematicas y fisica. Fue durante este periodo que las caracteristicas
fundamentales del calculo fueron desarrolladas. Fue un verdadero precursor de la légica matematica.
Persiguiendo una idea que le acosa desde la juventud en pos de un “alfabeto de los pensamientos
humanos” y de un “idioma universal” se propone el proyecto de construir ““una caracteristica
universal, especie de lenguaje simbolico capaz de expresar, sin ambigiiedad, todos los pensamientos
humanos, de manera que al surgir una controversia entre dos filosofos, éstos la zanjasen a la manera de
los calculistas; bastaria en efecto, sentarse ante los abacos, pluma en mano, y como buenos amigos
decirse, en mutuo acuerdo: calculemos. Las ideas de Leibniz, que contiene muchos conceptos de la 16gica
simbolica de hoy, no tuvieron entonces mayor influencia, pues quedaron inéditas hasta el siglo XX. Igual
destino tuvieron ideas semejantes esbozadas durante el siglo XVIII y comienzos del XIX. Agreguemos
que las ideas de Kant, de gran influencia en su tiempo y para quien no era necesaria “ninguna nueva
invencion en la légica”, han contribuido sin duda al estancamiento de esta disciplina. Las cosas
cambiaron cuando llegé Boole, el cual se convirti6é en el verdadero fundador de la 16gica simbolica. El
resto de su vida, desde 1676 hasta su muerte, permanecié en Hannover. El 21 de noviembre de 1675
escribié un manuscrito usando por primera vez la notaciéon de la integral [f(x)-d(x). En el mismo
manuscrito estaba dada la regla para la diferenciacion. Esta regla fue dada a conocer casi dos afios
después, en julio de 1677.



dop/da, = F(a,, X).

Por ultimo, d¢/da, es, analogamente, igual a -F(a,, x), dado que el cambio
de signo queda justificado por la inversion de los limites de integracion,
siempre considerando que:

2 1
r :_r , con lo que entonces a, pasara a ser el limite superior de
3 a
integracion.

De esta manera, si los limites de integracion a, y a, son, a la vez,
funciones derivables de x, y siguen verificandose las hipdtesis del
problema, para cada x de un cierto intervalo y para cada u del intervalo
cerrado entre a,(x) y a,(x), la derivada de la integral, sera:

d e = dF da,
b F(u,x)-du = _L(X) v Fla, (x),x] ™

da
—Fla, (0, x]—*

dx
donde a;, a, y F se suponen funciones derivables con respecto a la
variable x.

2. INTERPRETACIONES GRAFICAS

Si f(x) es la funcion de densidad para una variable aleatoria estadistica X
entonces podremos representar: y = f(x) graficamente por una curva como la de
la Fig. A3-13. Ya que f(x)>0, la curva no puede estar nunca por debajo del eje de
abscisas X. El area total limitada por la curva y el eje X ha de ser 1 debido a la
conocida propiedad de la probabilidad total:

[ fexydx=1.

Ello constituye una proposicion matematica del hecho de que una
variable aleatoria de valor real debe hallarse comprendida siempre entre
-0 ¥ +o0. Entones, definimos la probabilidad de que X se encuentre entre
ay b como:

b
P@a<X<b)= j f(x)-dx
Podemos demostrar que esta definicion cumple con los axiomas clasicos

de las probabilidades, lo cual no haremos aqui por razones obvias de
espacio y de oportunidad.



Una funciéon f(c) que cumple los requisitos anteriores se denomina
"funcion de probabilidad o distribucién de probabilidad" para una variable
aleatoria continua, pero mas frecuentemente se conoce como "funcién de
densidad de probabilidad" o, simplemente, como "funcién de densidad".
Cualquier funcion que cumpla las propiedades anteriores,
automaticamente es una funcion de densidad.

La funcidon que caracteriza las variables continuas es aquella funcion f
positiva e integrable en los numeros reales, tal que acumulada desde —«
hasta un punto x, nos proporciona el valor de la funcion de distribucion en
X, F(x).

Recibe el nombre de funcidén de densidad de la variable aleatoria
continua, esto es:

FH=[ far

Las funciones de densidad discreta y continua tienen, por tanto, un
significado analogo; ambas son las funciones que acumuladas (en forma
de sumatorio en el caso discreto o en forma de integral en el caso
continuo) dan como resultado la funcion de distribucion.

La diferencia entre ambas, sin embargo, es notable. La funcion de
densidad discreta toma valores positivos unicamente en los puntos del
recorrido y se interpreta como la probabilidad de la que la variable tome
ese valor f(x) = P(X = x). Por el contrario, la funciéon de densidad continua
toma valores en el conjunto de los numeros reales y no se interpreta
como una probabilidad. No esta acotada por 1, y puede tomar
cualquier valor positivo. Es mas, en una variable continua se cumple que
probabilidades definidas sobre puntos concretos siempre son
nulas: P(X = x) = 0 para todo x real.

¢ Como se interpreta, entonces, la funcion de densidad continua?

Las probabilidades son las areas existentes bajo la funcién de densidad.
El area bajo la funcion de densidad, entre dos puntos a y b, se
interpreta como la probabilidad de que la variable aleatoria tome
valores comprendidos entre ay b.

Por tanto, como ya hemos apuntado, siempre se cumple lo siguiente:

T fx)de=1

La funcion de densidad se expresa a través de una funcién
matematica. La forma especifica de la funcion matematica generalmente



pasa por considerar a la variable aleatoria como miembro de una
determinada familia de distribuciones, un determinado modelo de
probabilidad. Estas familias, generalmente, dependen de uno o mas
parametros. La atribucion a una determinada familia depende de la
naturaleza de la variable en cuestion.

Podemos ver, unicamente con animo ilustrativo, la expresién grafica.
Geomeétricamente, la probabilidad de que X se halle comprendida entre
los valores a y b, es decir, P(a<X<b), se representa por el area
sombreada de la siguiente figura. A saber:

Tf(x)

bx

Fig. A3-13. Representacion de la probabilidad: a<X<b.

Alternativamente, la funcién de distribucion: F(x) = P(X < x) es una
funcidon monotdnicamente creciente que aumenta desde cero hasta 1y
se representa por una curva como la de la siguiente figura (SPIEGEL,
1981; pp. 42 y 43).

P x

0

Fig. A3-14. Representacion gréfica de la funcion de distribucion.

En las denominadas “distribuciones conjuntas”, las ideas
anteriores se generalizan a dos 0 mas variables aleatorias
estadisticas. El caso tipico mas usual es el de dos variables
aleatorias que son ambas discretas o bien ambas continuas. En los
casos en que una variable es discreta y la otra es continua, se
pueden realizar, sin excesivos problemas, las modificaciones



4

de dos variables.
ANEXO 4
TABLAS ESTADISTICAS
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pertinentes. También pueden hacerse generalizaciones a los casos
as
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Grados de libertad del numerador (n,)

Tabla A4-1. Distribucion F. Probabilidad 0’05.
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Tabla A4-2. Distribucion F. Probabilidad 0'90.

rrimeru columna corraspondienle. Por ejemplo,
i

67 que corresponde al valor de la variable F que deja por debajo una probabilidad de 0,90. Es decir: P(F\;5 < 2,67) = 0,90.
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Tabla A4-3. Distribucion F. Probabilidad 0'95.

d

ﬁlayluprim columna correspondiente. Porqnmplo

una probabilidad de 0,95. Es decir: P(F;,; < 3,03 = 0,95.

en la primera
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con 5y 13 g.|. el valor que aparece en el cruce es 3,03 que corresponde al valor de la vari
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Tabla A4-5. Distribucion F. Probabilidad 0'99.
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Tabla A4-6. Funcion de distribucion de Student (Gosset)-1.
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Tabla A4-7. Funcion de distribucion de Student (Gosset)-11.



ANEXO 5
COMPLEMENTOS

1. CAP. 6, EPIGRAFE 2.1.1 (6 perfiles)
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PERFIL 7

T e T = T Lo For
Plono Comparccitn +8, 000 m.
FEMDIEMTE IE L& RASANTE
0. 187 0 LE% 0. 187 0. 18% 0. 187
PEMDIEMTE DEL TERRENO
-0, 25k -0, 15% -0, 50% -0, 45% -0, 65k
DIFEREMCIA DE COTAS . o fu -
Al A 5 4 A #
[=] = [= = =1 =
I ] ]
COTAS LE RASANTE a d o o - "
- | - e | ul e |
i ] o = | Ly
COT&S DEL TERRENO = = o = of =
& o & o & g
L=} by | - e | Ly = |
g’ By [ by = By
F. k. = B 2 4 g B
Escala Horiz 1 S00 i = = = i =
Escola Vert 1: 30 “ bl 4 . "’
ESTACAS O VERTICES 1 5 5 7 9 c

DESMONTE (corte)

SIMBOLOGIA

) TERRAPLEN (relleno)

PERFIL 8

2
YV %
. 77777 —
Flano Comporacldn +9. 000 m.
PENDIENTE DE L& RASANTE
0, 18% 0, 18% 0. 184 0, 18% 0. 18%
PENDIENTE DEL TERRENDO
1. O5% 2, 95% 1, 00 -2, 35K -0. 65%

DIFERENCIA DE COTAS -+ e —~ 1 =

& 8 g & g g

N 4| 7 7 7 9
COTAS DE RASANTE i o "

Fid = b = A

= 9 = N = =
COTAS DEL TERREND i} : N :

& b e = & o

N = = = . =
Pk = g s 3 g 5
Escala Horiz 1: 500 =i = = o o =
Escala Vert L 50 ™ N b = E
ESTACAS O VERTICES 20 47 39 31 23 15



SIMBOLOGIA

Plano Comparacidn +8, 000 m,

PERFIL

\\

_

PENDIENTE DE L& RASANTE
0, 19% 0 19% 0, 19% D, 19% 0 19%
PENDIENTE DEL TERREND
-5, 25% 7. 85% 4, 45% -12, 05% 7, 75%
NIFEEENCIA DE COTAS o - ) = = @
4 g 5 g £ 9
g 3 ? 7 : ¢
COTAS DE RASANTE - . @ 4 - o
= = & & = &
COTAS DEL TERRENO o o o o = o
= & H 4 = 1A
b 5 = o = =
P, k. g 8 3 g g g
Escala Horiz 1 500 i 5 = 5
Eecala Vert. 1: S0 i = E = g

o8 o0
SIMBOLOGIA

e

1 TERRAPLEN (rellero)

ESTACAS O VERTICES

DESMONTE (corte)

42

8]

PERFIL 10

7772W//?W

o
O

)

e T
PRI, p—
Plono Comparocldn +10, 000 m.
PENDIENTE DE L& RASANTE
015% 0. 19% 0. 19% D 19 0. 15%
PENDIENTE DEL TERRENO
0. 01% 0. 70% L. 15% 1, 23% 1, 30%
DIFERENCI& DE COTAS irf PN al «
4 g 3 g
o = =l o
1 1
COT&S DE RASANTE I - o a o <
g ¢ 7 e = o
COT&S DEL TERRENO o g o o =
P. k. g g g g g
Escala Horlz 1 500 Is| = d = d
Escala Vert. 11 S0 N & =
ESTACAS O VERTICES 4 g 10 11 19 3

3. CAP. 6, EPIGRAFE 5 (9 perfiles)
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SIMBOLOGIA

TERRAPLEH {rellana)

PERFIL 5

DESMONTE (oarie)

-
L
NN

Plano Comparaclén +4, 000 m

FERDIEMTE DE LA RASANTE

1, 48% 1. 48% L. 48%
FERDIEWTE DEL TERXEWO
-1, 54% 0. 32X 0. B0
DIFEREMCI& DE COTAS o - o r
s na - U
'_ iy I‘\-_ =
0 ] 7 7
COTAS DE R&SANTE i — ny T
& H b 7
¥ v °F ¥
COT&S DEL TERREWDO - iz of |
ks ) p:a #
o ¥ o o
P. k b= = = =
Escala Horlz. 1 200 = = = =
Escola Vert, 1 20 ™ ™
ESTACAS O VERTICES &7 = 85 94



SIMBOLOGIA

TERAAPLEN {rellena)

OESMOMTE {corte)

Plong Comporocléan +3, 000 m.

PERFIL 6

PEMDIERTE DE L& RASANTE

L, 42% L, 43% 1, &2%
FEMDTEWTE DEL TERREWO
-6, T4 7. 75% 6, 7%

DIFEREMCIA DE COTAS

e — i P
ol o [ ]
- =l - o
= = [= [=1
COT&S DE RASAMTE o o ] 0
A Bt ] P
o vy [y i
COT&S DEL TERREMO o — " @
xy iy [T (=4
= n (=" LY |
i = [l ['i ]
F ke = = & a
Escala Horlz 1v 200 = = = &
Escala Vert. 1: 20 - “ .
e

ESTacas 0O VeERTICES

o

26



SIMBOLOGIA

PERFIL 7

98

Plono Comporacidn +5, 000 m
FEMDIENTE DE L& RASANTE
1, 42% L 42% 1, 42%
PEMDIENTE DEL TERRENO
-0, 20% -1, 42% 5, 39%
DIFERENCI& DE COTAS o - @ o
-+ [= m = |
[= L - =
= = =1 o
1
COTAS DE RASANTE - I i
H & 2 E
COTAS DEL TERREWO & ~ "
i 3 5 I
Pk = g B =
Escala Horlz. 1 200 = = g =
Escola Vert. 1: 20 . :
ESTACAS O VERTICES 71 80 |89
SIMBOLOGIA
TERRAPLEN (rellers)
: : ' PERFIL 8 %
/| DESMONTE (corte) Z/W
s
=
77—
Plarno Comparacitn +35, 000 m
FEMDIENTE DE L& RASANTE
1. 42% 1. 42% 1. 42%
PEMDIENTE DEL TERRENMO
-0, BEX 3,67 2, 29x
DIFERENCIA DE COTAS - 4 P "
k= o = -
L= k= = =
1 1 1
COTAS DE RASANTE + A =
= # — ny
COTAS DEL TERRENO o Y o -]
& E By =
iy iy e Bt
Pk g g g g
Escala Howiz. L 200 o o o =
Escala Vert L 20 “ 1

ESTaACAS O VERTICES

|

4l
a2
na
W
—
—
]



]

=

SIMBOLOGIA

TERRAFLEN (relleno)

DESMONTE icorte)

Plang Comparaclén 15, 000 m

PERFIL 9

PENDIENTE DE L& RASANTE

1, 42%

1, 42%

1. 42%

PENDIENTE DEL TERRENO

Q, 95

0, 07%

0, 38%

DIFERENCIA DE COTAS

=i, 263

-0, 215

=0, 080

Q. O

COTAS DE RASANTE

=3

£ 0

G 16T

& 307

4

COTAS DEL TERRENO

£y BHE

&, 360

& 3BT

425

[

P. k
Escala Horiz. 1 200
Escala Vert, L 20

jaa]

10, 00

30, 00

ESTACAS O VERTICES

4. CAP. 6, EPIGRAFE 6.1 (pruebas y 9 perfiles)

12 prueba
N° X Y Z (m.s.n.m.)
4000 996.589 1007.850 436.000
4001 998.577 998.244 436.000
4002 983.647 995.153 436.000
4003 981.658 1004.759 436.000
4004 985.820 1013.647 436.000
4005 985.820 1019.537 436.000
4006  991.710 1013.647 436.000
4007 985.820 1007.757 436.000
4008 985.820 1013.647 436.000
4009 985.820 1013.647 436.000
4010 976.357 996.729 436.000
4011 969.800 1012.710 436.000
4012 971.629 1023.523 436.000




NO

X

Y

Z (m.s.n.m.)

4013

980.455

1027.463

436.000

4014

986.523

1029.433

436.000

4015

994.167

1028.172

436.000

4016

1000.078

1025.729

436.000

4017

1000.877

1022.900

436.000

4018

998.659

1018.952

436.000

4019

998.580

1013.830

436.000

4020

1002.836

1007.762

436.000

4021

1005.358

999.960

436.000

4022

977172

988.435

436.000

4023

992.029

994.904

436.000

Vp = 645,293 m®

NO

V; = 45502 m®

22 prueba

X

Y

Z (m.s.n.m.)

2012

996.589

1007.850

436.500

2013

998.577

998.244

436.500

2014

983.647

995.153

436.500

2015

981.658

1004.759

436.500

2016

985.820

1013.647

436.500

2017

985.820

1019.537

436.500

2018

991.710

1013.647

436.500

2019

985.820

1007.757

436.500

2020

985.820

1013.647

436.500

2021

985.820

1013.647

436.500

2022

976.357

996.729

436.500

2023

969.800

1012.710

436.500

2024

971.629

1023.523

436.500

2025

980.455

1027.463

436.500

2026

986.523

1029.433

436.500

2027

994.167

1028.172

436.500

2028

1000.078

1025.729

436.500

2029

1000.877

1022.900

436.500

2030

998.659

1018.952

436.500

2031

998.580

1013.830

436.500

2032

1002.836

1007.762

436.500

2033

1005.358

999.960

436.500

2034

977172

988.435

436.500

2035

992.029

994.904

436.500

Vp = 365,738 m®

V; =277,003 m®



NO

32 prueba

X

Y

Z (m.s.n.m.)

5000

996.589

1007.850

436.750

5001

998.577

998.244

436.750

5002

983.647

995.153

436.750

5003

981.658

1004.759

436.750

5004

985.820

1013.647

436.750

5005

985.820

1019.537

436.750

5006

991.710

1013.647

436.750

5007

985.820

1007.757

436.750

5008

985.820

1013.647

436.750

5009

985.820

1013.647

436.750

5010

976.357

996.729

436.750

5011

969.800

1012.710

436.750

5012

971.629

1023.523

436.750

5013

980.455

1027.463

436.750

5014

986.523

1029.433

436.750

5015

994.167

1028.172

436.750

5016

1000.078

1025.729

436.750

5017

1000.877

1022.900

436.750

5018

998.659

1018.952

436.750

5019

998.580

1013.830

436.750

5020

1002.836

1007.762

436.750

5021

1005.358

999.960

436.750

5022

977172

988.435

436.750

5023

992.029

994.904

436.750

Vp = 289,709 m®

NO

V; = 470,067 m®

42 prueba

X

Y

Z (m.s.n.m.)

6000

996.589

1007.850

436.600

6001

998.577

998.244

436.600

6002

983.647

995.153

436.600

6003

981.658

1004.759

436.600

6004

985.820

1013.647

436.600

6005

985.820

1019.537

436.600

6006

991.710

1013.647

436.600

6007

985.820

1007.757

436.600

6008

985.820

1013.647

436.600

6009

985.820

1013.647

436.600

6010

976.357

996.729

436.600




NO

X

Y

Z (m.s.n.m.)

6011

969.800

1012.710

436.600

6012

971.629

1023.523

436.600

6013

980.455

1027.463

436.600

6014

986.523

1029.433

436.600

6015

994.167

1028.172

436.600

6016

1000.078

1025.729

436.600

6017

1000.877

1022.900

436.600

6018

998.659

1018.952

436.600

6019

998.580

1013.830

436.600

6020

1002.836

1007.762

436.600

6021

1005.358

999.960

436.600

6022

977172

988.435

436.600

6023

992.029

994.904

436.600

Vp = 343,147 m®

NO

V; = 367,475 m®

52 prueba

X

Y

Z (m.s.n.m.)

7000

996.589

1007.850

436.560

7001

998.577

998.244

436.560

7002

983.647

995.153

436.560

7003

981.658

1004.759

436.560

7004

985.820

1013.647

436.560

7005

985.820

1019.537

436.560

7006

991.710

1013.647

436.560

7007

985.820

1007.757

436.560

7008

985.820

1013.647

436.560

7009

985.820

1013.647

436.560

7010

976.357

996.729

436.560

7011

969.800

1012.710

436.560

7012

971.629

1023.523

436.560

7013

980.455

1027.463

436.560

7014

986.523

1029.433

436.560

7015

994.167

1028.172

436.560

7016

1000.078

1025.729

436.560

7017

1000.877

1022.900

436.560

7018

998.659

1018.952

436.560

7019

998.580

1013.830

436.560

7020

1002.836

1007.762

436.560

7021

1005.358

999.960

436.560

7022

977172

988.435

436.560

7023

992.029

994.904

436.560




Vp = 358,012 m®

V; = 340,733 m®

62 prueba
N° X Y Z (m.s.n.m.)
8000 996.589 1007.850 436.580
8001 998.577 998.244 436.580
8002 983.647 995.153 436.580
8003 981.658 1004.759 436.580
8004 985.820 1013.647 436.580
8005 985.820 1019.537 436.580
8006 991.710 1013.647 436.580
8007 985.820 1007.757 436.580
8008 985.820 1013.647 436.580
8009 985.820 1013.647 436.580
8010 976.357 996.729 436.580
8011 969.800 1012.710 436.580
8012 971.629 1023.523 436.580
8013 980.455 1027.463 436.580
8014 986.523 1029.433 436.580
8015  994.167 1028.172 436.580
8016 1000.078 1025.729 436.580
8017 1000.877 1022.900 436.580
8018 998.659 1018.952 436.580
8019 998.580 1013.830 436.580
8020 1002.836 1007.762 436.580
8021 1005.358 999.960 436.580
8022 977.172 988.435 436.580
8023 992.029 994.904 436.580

Vp = 350,548 m®

Relacion y coordenadas de los 106 puntos resultantes del mallado de

dimensiones 3’00 x 3°00 m. ():

V; = 354,073 m®

Punto X Y Z (m.s.n.m.)
8024 978.607 989.604 438.093
8025 978.607 992.604 438.230
8026 981.607 992.604 437.678
8027 984.607 992.604 437.125
8028 978.607 995.604 438.330
8029 981.607 995.604 437.716
8030 984.607 995.604 437.163
8031 987.607 995.604 436.715
8032 990.607 995.604 436.114
8033 975.607 998.604 438.897




Punto X Y Z (m.s.n.m.)
8034 978.607 998.604 438.319
8035 981.607 998.604 437.738
8036 984.607 998.604 437.349
8037 987.607 998.604 437.018
8038 990.607 998.604 436.001
8039 993.607 998.604 435.795
8040 996.607 998.604 435.600
8041 999.607 998.604 435.334
8042 975.607 1001.604 438.553
8043 978.607 1001.604 438.133
8044 981.607 1001.604 437.551
8045 984.607 1001.604 437.194
8046 987.607 1001.604 436.879
8047 990.607 1001.604 436.145
8048 993.607 1001.604 435.911
8049 996.607 1001.604 435.748
8050 999.607 1001.604 435.624
8051 1002.607 _ 1001.604 435.575
8052 975.607 1004.604 438.181
8053 978.607 1004.604 437.918
8054 981.607 1004.604 437.363
8055 984.607 1004.604 437.025
8056 987.607 1004.604 436.721
8057 990.607 1004.604 436.327
8058 993.607 1004.604 436.047
8059 996.607 1004.604 435.883
8060 999.607 1004.604 435.825
8061 1002.607 _ 1004.604 435.776
8062 972.607 1007.604 438.113
8063 975.607 1007.604 437.835
8064 978.607 1007.604 437.546
8065 981.607 1007.604 437.176
8066 984.607 1007.604 436.824
8067 987.607 1007.604 436.364
8068 990.607 1007.604 436.243
8069 993.607 1007.604 436.170
8070 996.607 1007.604 436.076
8071 999.607 1007.604 436.026
8072 1002.607  1007.604 435.976
8073 972.607 1010.604 437.812
8074 975.607 1010.604 437.602
8075 978.607 1010.604 437.285
8076 981.607 1010.604 436.867
8077 984.607 1010.604 436.404
8078 987.607 1010.604 436.313
8079 990.607 1010.604 436.221
8080 993.607 1010.604 436.148
8081 996.607 1010.604 436.133




Punto X Y Z (m.s.n.m.)
8082 999.607 1010.604 436.070
8083 972.607 1013.604 437.511
8084 975.607 1013.604 437.369
8085 978.607 1013.604 436.946
8086 981.607 1013.604 436.453
8087 984.607 1013.604 436.340
8088 987.607 1013.604 436.235
8089 990.607 1013.604 436.144
8090 993.607 1013.604 436.120
8091 996.607 1013.604 436.117
8092 972.607 1016.604 437.230
8093 975.607 1016.604 437.112
8094 978.607 1016.604 436.617
8095 981.607 1016.604 436.362
8096 984.607 1016.604 436.271
8097 987.607 1016.604 436.164
8098 990.607 1016.604 436.094
8099 993.607 1016.604 436.119
8100 996.607 1016.604 436.158
8101 972.607 1019.604 436.799
8102 975.607 1019.604 436.807
8103 978.607 1019.604 436.493
8104 981.607 1019.604 436.215
8105 984.607 1019.604 436.124
8106 987.607 1019.604 436.045
8107 990.607 1019.604 436.050
8108 993.607 1019.604 436.115
8109 996.607 1019.604 436.179
8110 972.607 1022.604 436.357
8111 975.607 1022.604 436.413
8112 978.607 1022.604 436.369
8113 981.607 1022.604 436.068
8114 984.607 1022.604 435.977
8115 987.607 1022.604 436.017
8116 990.607 1022.604 435.980
8117 993.607 1022.604 436.011
8118 996.607 1022.604 436.076
8119 978.607 1025.604 436.074
8120 981.607 1025.604 435.920
8121 984.607 1025.604 435.943
8122 987.607 1025.604 435.980
8123 990.607 1025.604 435.931
8124 993.607 1025.604 435.908
8125 996.607 1025.604 435.906
8126 999.607 1025.604 435.803
8127 984.607 1028.604 435.915
8128 987.607 1028.604 435.931
8129 990.607 1028.604 435.882
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%

BOE
°C
CAD

c.s:q.d.

EEUU
et alt.
etc.
EUA
Fig.
GIS

g.l.
GNSS

G.P.S.
Ha.
He-Ne
Hg.
hPA
INC
IRYDA

ABREVIATURAS Y SIGLAS

Porcentaje (tanto por cien)

Puntos suspensivos (etcétera)

Antes de Cristo

Boletin Oficial del Estado

Grados centigrados

Computer Aided Design (disefio asistido por
ordenador)

Capitulo

Centimetro

Como se queria demostrar

Caodigo Técnico de la Edificacidon

Coeficiente de Uniformidad

Coeficiente de Variacion de Pearson

Después de Cristo

Desviacion media absoluta (respecto a la media
aritmética)

Doctor

Durbin-Watson

Este

Editorial

Estados Unidos

Et altri

Etcétera

Estados Unidos de América

Figura

Sistemas de Informacion Geografica (siglas en inglés)
Grados de libertad

Sistema global de navegacion por satélite (siglas en
inglés)

Sistema de posicionamiento global (siglas en inglés)
Hectarea

Helium-neon laser

Hidrargirium (Mercurio)

Hectopascal

Instituto Nacional de Colonizacion

Instituto de Reforma y Desarrollo Agrario



Junior

Kilogramo

Kilopondio

Logaritmo neperiano o natural

Ley de Ordenacién de la Edificacion
Logaritmo decimal o de Briggs

Metro

Metro cuadrado

Metro cubico

Milibar

Minimos cuadrados

Milimetro

Modelo Digital del Terreno

Metros Sobre el Nivel del Mar

Norte

Numero

Normas Basicas de la Edificacion

Nueva Cultura del Agua

Pascal

Pagina

Personal Computer

Regresion Lineal Multiple

Regresion Lineal Simple

Real Time Kinematic

Sur

Sistema Internacional de unidades
Sistemas de Informacion Geografica

Red de triangulos irregulares

Tonelada métrica

Universidad Nacional de Educacion a Distancia
Union de Republicas Socialistas Soviéticas
United Otatus of America

Universal  Transverse Mercator (Sistema
Coordenadas Universal Transversal de Mercator)
Verbi gratia

Oeste

kkkkkkkkhkhhkkkkkhkk
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